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Ââåäåíèå

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

äèñöèïëèíà âîçíèê ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî è ñôîðìèðîâàëñÿ â

îñíîâíîì â XX ñòîëåòèè. Ýòî íàëîæèëî îòïå÷àòîê íà ñèñòåìó

ïîíÿòèé, ñîñòàâëÿþùèõ êàðêàñ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïî-

íÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà îáîáùàþò ïîíÿòèÿ êëàññè÷å-

ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, àëãåáðû è ãåîìåòðèè. Ïåðåõîä

íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü àáñòðàêöèè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü òî

îáùåå, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ðÿäà çàäà÷ èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ ìà-

òåìàòèêè, è áëàãîäàðÿ áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ñóùåñòâà

äåëà íàõîäèòü ðåøåíèå íîâûõ, áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

Îáîáùåíèå ãëàâíûì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî

îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëó÷à-

þò â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå àëãåáðàè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷å-

ñêîå íàïîëíåíèå. Öåíòðàëüíóþ ðîëü â ýòîì èãðàþò ðàçëè÷íûå

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ôóíêöèè, èçó÷àå-

ìûå â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå, ñòàíîâÿòñÿ òî÷êàìè è âåêòîðàìè.

Áåç ìåòîäîâ è àïïàðàòà òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñîâðåìåííóþ òåîðèþ âåðîÿòíî-

ñòåé, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèþ ïðèáëè-

æåííûõ âû÷èñëåíèé è ìíîãèå äðóãèå ðàçäåëû ñîâðåìåííîé ìà-

òåìàòèêè.

Â äàííîì ïîñîáèè ñîäåðæàòñÿ íà÷àëüíûå îáùèå ñâåäåíèÿ

èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñìåæ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí è îáåñïå÷èâàþùèå ïîñëåäóþ-

ùåå áîëåå ãëóáîêîå èçó÷åíèå òåõ èëè èíûõ áîëåå ñïåöèàëüíûõ

ðàçäåëîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ìíîæåñòâ. ¾Íà-

èâíàÿ¿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, äîñòàòî÷íàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññè÷å-

ñêîãî àíàëèçà, íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè è ôîðìàëèçàöèè ïðè
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ïåðåõîäå ê áîëåå ñëîæíûì îáúåêòàì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-

çà. Ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñóùå-

ñòâåííûì ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âòî-

ðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì. Èçó÷åíèå

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ èçìå-

ðÿòü ¾ðàññòîÿíèå¿ ìåæäó îáúåêòàìè ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû,

â ÷àñòíîñòè ìåæäó ôóíêöèÿìè. Â ðàìêàõ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àåò ñâîþ åñòåñòâåííóþ ôîðìóëèðîâêó ïî-

íÿòèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ÿâëÿþùååñÿ ñòåðæíåì êëàññè÷å-

ñêîãî àíàëèçà. Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâàõ èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ

ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà. Èíòåãðàë Ëåáåãà áîëåå ïðèñïîñîá-

ëåí ê îïåðàöèÿì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ÷åì èíòåãðàë Ðèìàíà.

Êðîìå òîãî, êëàññ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó, øèðå

êëàññà ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó. Ýòî îêàçûâàåò-

ñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èçëîæåíèå êî-

òîðîé íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå òåîðèè ìå-

ðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà. Â øåñòîé ãëàâå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå

íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Ïðè ïîäãîòîâêå ïîñîáèÿ àâòîðû ñòðåìèëèñü îòðàçèòü îñ-

íîâíûå èäåè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íå óòÿæåëÿÿ èçëîæå-

íèå òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè. Ïîýòîìó ìíîãèå ôàêòû ïðèâåäå-

íû áåç äîêàçàòåëüñòâ. Äîêàçàòåëüñòâà, èìåþùèåñÿ â ïîñîáèè

íåñóò â ñåáå, êàê ïðàâèëî, ñåðüåçíûé ïîíÿòèéíûé ïîòåíöèàë.

Èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí áåç ðåøåíèÿ çàäà÷

ìàëîïðîäóêòèâíî. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ôóíêöèîíàëüíîìó àíà-

ëèçó. Êàæäàÿ ãëàâà, êðîìå øåñòîé, ñîäåðæèò ïîäáîðêó çà-

äà÷. Ñïåöèôèêà ïðåäìåòà òàêîâà, ÷òî ñðåäè çàäà÷ ñðàâíèòåëü-

íî íåìíîãî óïðàæíåíèé ¾âû÷èñëèòåëüíîãî¿ õàðàêòåðà. Ðåøå-

íèå çàäà÷ ïîìîæåò ãëóáæå ïîíÿòü èçó÷àåìûå ïîíÿòèÿ, îáíà-
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ðóæèòü èõ íîâûå ãðàíè. Çàäà÷è ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè ê ðå-

øåíèþ.
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1 Ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ìîæíî ñòðî-

ãî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè íåýêâèâàëåíòíûìè ñèñòåìàìè àê-

ñèîì. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü îáùåïðèíÿòîé ñèñòåìå ZFC � ñè-

ñòåìå àêñèîì Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ñ àêñèîìîé âûáîðà 1. Ïðè

ýòîì íàì íåîáÿçàòåëüíî õîðîøî ðàçáèðàòüñÿ â ìíîæåñòâàõ íà

îñíîâå ñèñòåìû ZFC. Äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå

ìíîæåñòâà (òàêèå, êàê Z, Q, R, ...) è ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæ-
íî èíäóêòèâíî îáðàçîâàòü èç ñòàíäàðòíûõ ìíîæåñòâ, èñïîëü-

çóÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

1. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A è ñâîéñòâà A ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà A ìîæíî îáðàçîâàòü ìíîæåñòâî

{a ∈ A | a îáëàäàåò ñâîéñòâîì A}.

2. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ìîæíî îáðàçîâàòü èõ ðàç-

íîñòü

A \B := {a ∈ A | a /∈ B}.

3. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ìîæíî îáðàçîâàòü ìíîæå-

ñòâî îòîáðàæåíèé èç A â B (ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò

÷åðåç BA).

4. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ {Ai}i∈I (ò.å. I è Ai äëÿ
êàæäîãî i ∈ I ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè) ìîæíî îáðàçîâàòü
ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà.

1Äîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâå ñèñòåìû àêñèîì ZFC íåâîçìîæíî äîêàçàòü

íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé ñèñòåìû àêñèîì. Òàêèì îáðàçîì, íå èñêëþ÷å-

íà âîçìîæíîñòü, ÷òî â ZFC (è, çíà÷èò, âî âñåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå)

áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.
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• Îáúåäèíåíèå⋃
i∈I

Ai, ãäå a ∈
⋃
i∈I

Ai ⇔ a ∈ Ai äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I.

• Ïåðåñå÷åíèå⋂
i∈I

Ai, ãäå a ∈
⋂
i∈I

Ai ⇔ a ∈ Ai äëÿ êàæäîãî i ∈ I.

• Ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I

Ai :=

{
ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ϕ : I →

⋃
i∈I Ai

òàêèõ, ÷òî ϕ(i) ∈ Ai äëÿ êàæäîãî i ∈ I

}
.

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ A1, . . . , An èõ ïðîèçâå-

äåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì

A1 × . . .× An := {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai}.

Ïðè ýòîì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àþò

An := A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
n

.

Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò ìíî-

æåñòâî

A∆B := (A \B) ∪ (B \ A).

Åñëè A ⊂ B, òî äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâå B

íàçûâàþò

A := B \ A.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþò èõ äîïîëíåíèÿ

è ïðè ýòîì íå óêàçûâàþò, â êàêèõ ìíîæåñòâàõ ýòè äîïîëíåíèÿ
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ðàññìàòðèâàþò, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòè äîïîëíåíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàþò â íåêîòîðîì îäíîì ìíîæåñòâå, êîòîðîå ñîäåðæèò

âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà.

Åñëè A � ìíîæåñòâî è A � ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

A, òî ñëîâà ñâîéñòâî A âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà A îçíà÷àþò, ÷òî ñâîéñòâî A âûïîëíåíî äëÿ âñåõ,

êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà A.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà

X îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

1A : X → {0, 1}, 1A(x) =

{
0, åñëè x /∈ A,
1, åñëè x ∈ A

êîòîðîå íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîäìíîæå-

ñòâà A.

Ëåììà 1.1 Îòîáðàæåíèå{
ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà X

}
→
{
ìíîæåñòâî ôóíêöèé

âèäà X → {0, 1}

}
,

A 7→ 1A

áèåêòèâíî.

Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àþò ÷åðåç

2X . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà X = N ìíîæåñòâî 2N ðàññìàò-

ðèâàþò òàêæå êàê ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé

è åäèíèö; âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} èç íóëåé è åäèíèö

ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A ⊂ N òàêîå, ÷òî

n ∈ A ⇐⇒ an = 1.
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Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ñîîòâåòñòâóåò

ïîäìíîæåñòâó íå÷åòíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X

ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü èõ ïðåäåë, êîòîðûé

òîæå áóäåò ïîäìíîæåñòâîì â X. Ïåðå÷èñëèì ýòè ñïîñîáû.

• Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ {An} òàêîé, ÷òî

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .

åå âîçðàñòàþùèì ïðåäåëîì íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî

A =
⋃
n>1

An;

êðàòêî ýòî çàïèñûâàþò ôîðìóëîé An ↑ A.

• Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ {An} òàêîé, ÷òî

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .

åå óáûâàþùèì ïðåäåëîì íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî

A =
⋂
n>1

An;

êðàòêî ýòî çàïèñûâàþò ôîðìóëîé An ↓ A.

• Íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ {An}
íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî

lim inf
n→∞

An :=
⋃
k>1

(⋂
n>k

An

)
.

Íèæíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò âñåãäà. Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî

a ∈ lim inf
n→∞

An ⇐⇒
{
a âõîäèò â êàæäîå An
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n

}
.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî⋂
n>k

An ↑ lim inf
n→∞

An.

• Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ {An}
íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî

lim sup
n→∞

An :=
⋂
k>1

(⋃
n>k

An

)
.

Âåðõíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò âñåãäà. Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî

a ∈ lim sup
n→∞

An ⇐⇒
{

a âõîäèò â áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ An

}
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî⋃
n>k

An ↓ lim sup
n→∞

An.

• Èìååì

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An, (1)

ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ìîæåò áûòü ñòðîãèì (ñì. çàäà÷ó 1.21.(2)).

Åñëè â (1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (ñêàæåì, îáà ìíîæåñòâà

ðàâíû A), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ñõî-
äèòñÿ ê A è ïèøóò

An −→ A, èëè lim
n→∞

An = A.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì

ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé è ïîòî÷å÷íîé

ñõîäèìîñòè.
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• Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíêöèé íà X ïî-

òî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f è ïèøóò

fn −→ f,

åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíåíî

|fn(x)− f(x)| < ε.

• Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíêöèé íà X ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f è ïèøóò

fn ⇒ f,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî n > N âûïîëíåíî

|fn(x)− f(x)| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, òî îíà ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè

ïîòî÷å÷íî.

Ïðèìåð 1.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(t) = tn} íà

îòðåçêå [0, 1] ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f : [0, 1]→ [0, 1], f(t) =

{
0, åñëè t 6= 1,

1, åñëè t = 1.

Ðàâíîìåðíî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ íè ê îäíîé

ôóíêöèè.

Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ ϕ : X → Y íàçûâàþò
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• èíúåêòèâíûì, åñëè ϕ(x) 6= ϕ(x′) äëÿ ëþáûõ x 6= x′;

• ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò x ∈ X
òàêîé, ÷òî ϕ(x) = y;

• áèåêòèâíûì (òàêæå íàçûâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì),

åñëè ϕ èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíî ÷èñëî ýëå-

ìåíòîâ â íåì, êîòîðîå íàçûâàþò ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà X è

îáîçíà÷àþò ÷åðåç |X|. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî êîððåêòíî îïðåäå-
ëèòü ìîùíîñòü âñÿêîãî, íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî, ìíîæåñòâà.

Ïðè ýòîì ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ìîæíî ñðàâíèâàòü. À èìåííî,

åñëè X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî

• ãîâîðÿò, ÷òîX è Y èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü è ïèøóò

|X| = |Y |, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ :

X → Y ;

• ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X íå áîëüøå ìîùíî-

ñòè ìíîæåñòâà Y è ïèøóò |X| 6 |Y |, åñëè ñóùåñòâóåò

èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y .

• ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ñòðîãî ìåíüøå ìîù-

íîñòè ìíîæåñòâà Y è ïèøóò |X| < |Y |, åñëè |X| 6 |Y | è
|X| 6= |Y |.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå ϕ : X → Y , òî |X| > |Y |. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñþðúåê-
òèâíîñòè ϕ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò xy ∈ X
òàêîé, ÷òî ϕ(xy) = y; òîãäà îòîáðàæåíèå

ψ : Y → X, ψ(y) = xy
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èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, |X| > |Y |.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà, óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ âû-

ïîëíåíû åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 1.3 1. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X è Y âûïîëíåíî

îäíî èç òðåõ: |X| > |Y |, |X| = |Y |, |X| < |Y |
(äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ìîæíî ñðàâ-

íèòü ïî ìîùíîñòè);

2. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X è Y ,

åñëè |X| > |Y | è |X| 6 |Y |, òî |X| = |Y |
(äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìîùíîñòü X íå ìåíüøå ìîùíî-

ñòè Y è ìîùíîñòü Y íå ìåíüøå ìîùíîñòè X, òî X è

Y èìåþò îäèíàêîâûå ìîùíîñòè);

3. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X, Y è Z,

åñëè |X| > |Y | è |Y | > |Z|, òî |X| > |Z|
(äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìîùíîñòü X íå ìåíüøå ìîù-

íîñòè Y , à ìîùíîñòü Y íå ìåíüøå ìîùíîñòè Z, òî

ìîùíîñòü X íå ìåíüøå ìîùíîñòè Z).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî

äàííûå ìíîæåñòâà X è Y èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü íå îáÿ-

çàòåëüíî ñòðîèòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X → Y ; äîñòàòî÷íî

ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ

• èíúåêòèâíûå X → Y è Y → X; èëè

• ñþðúåêòèâíûå X → Y è Y → X; èëè

• èíúåêòèâíîå X → Y è ñþðúåêòèâíîå X → Y .
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Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò ñ÷åòíûì, åñëè |X| = |N|.
Êàçàëîñü áû, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ïðèìåðíî â äâà ðàçà ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Z öåëûõ

÷èñåë. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâûå

ìîùíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå

ϕ : N→ Z, ϕ(n) =

{
n+1

2
, åñëè n íå÷åòíî,

−n
2
, åñëè n ÷åòíî

âçàèìíî îäíîçíà÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, |N| = |Z|.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî X èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì, åñ-

ëè |X| = |R|.
Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê I ⊂ R, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïóñòûì

ìíîæåñòâîì èëè òî÷êîé. Èìååì î÷åâèäíîå èíúåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå

I → R, x 7→ x

è íåñëîæíî ïîñòðîèòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå R → I, îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîìåæóòîê I èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Ëåììà 1.4 Ìíîæåñòâî 2N ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è

åäèíèö èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì èíúåêòèâíîå

2N → [0, 1], (a1, a2, a3, . . .) 7→
a1

3
+
a2

32
+
a3

33
+ . . .

è ñþðúåêòèâíîå

2N → [0, 1], (a1, a2, a3, . . .) 7→
a1

2
+
a2

22
+
a3

23
+ . . .

îòîáðàæåíèÿ, îòêóäà ñëåäóåò ëåììà. �
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà è åå äîêàçàòåëüñòâî � îäèí èç êðàñè-

âåéøèõ ôðàãìåíòîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.
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Òåîðåìà 1.5 |N| < |R|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå

N→ R, n 7→ n

èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, |N| 6 |R|.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî |N| 6= |R|. Ìû äîêàæåì ýòî îò ïðî-

òèâíîãî, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî |N| = |R| è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Óñëîâèå |N| = |R| îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå ϕ : N→ R. Âîçüìåì îòðåçîê [a0, b0] = [0, 1], ðàçäåëèì

åãî íà òðè ðàâíûå îòðåçêà è âîçüìåì òîò, êîòîðûé íå ñîäåð-

æèò òî÷êó ϕ(1); îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê ÷åðåç [a1, b1]. Îòðåçîê

[a1, b1] ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûå îòðåçêà è âîçüìåì òîò, êîòîðûé

íå ñîäåðæèò òî÷êó ϕ(2); îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê ÷åðåç [a2, b2].

È òàê äàëåå. Ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ èõ ïåðåñå÷åíèå

∞⋂
i=1

[ai, bi]

íåïóñòî è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà (îáîçíà÷èì åå ÷å-

ðåç x), ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó ïåðåñå÷åíèþ. Íåòðóäíî çàìå-

òèòü, ÷òî x 6= ϕ(i) äëÿ ëþáîãî i è, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ Im(ϕ).

Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå ϕ íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïðîòèâî-

ðå÷èå. �
Â 1877 ãîäó Ã.Êàíòîðîì áûëà âûñêàçàíà çíàìåíèòàÿ

Êîíòèíóóì ãèïîòåçà. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

â R èëè ñ÷¼òíî, èëè èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì

Â äàëüíåéøåì Ê. Ãåäåëü è Ï.Ä. Êîýí äîêàçàëè, ÷òî åñëè

ñèñòåìà àêñèîì ZFC íåïðîòèâîðå÷èâà, òî íà åå îñíîâå íåâîç-

ìîæíî íè äîêàçàòü êîíòèíóóì ãèïîòåçó, íè îïðîâåðãíóòü åå.
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Òåîðåìà 1.6 Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X èìååì:

|X| < |2X | (ò.å. ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñòðîãî ìåíüøå ìîù-

íîñòè ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

ϕ : X → 2X , ϕ(x) = {x}

è, ñëåäîâàòåëüíî, |X| 6 |2X |.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî |X| 6= |2X |, ò.å. ÷òî íå ñóùåñòâóåò

âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

ψ : X → 2X .

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå

ψ ñóùåñòâóåò. Ïîëîæèì

A := {x ∈ X | x /∈ ψ(x)} ∈ 2X , a := ψ−1(A).

Òîãäà, åñëè a /∈ A, òî a ∈ A è åñëè a ∈ A, òî a /∈ A. Ïðîòèâî-
ðå÷èå. �

Çàìå÷àíèå 1.7 Èç òåîðåìû 1.6 ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå U

âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâå ñèñòå-

ìû àêñèîì ZFC, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè U � ìíîæåñòâî, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ

èìååì 2U ⊂ U, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.6 èìå-

åì |2U| > |U|. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû àêñèîì

ìíîæåñòâ òàêèå, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ìîæíî îïðåäåëèòü íà èõ îñíîâå, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì (åãî

íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì).
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1.1 Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 1.8 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî íà

ìíîæåñòâå X çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå R, åñëè îïðåäåëå-

íû ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îò-

íîøåíèè R. Ïðè ýòîì òî, ÷òî ýëåìåíòû x, y íàõîäÿòñÿ â

áèíàðíîì îòíîøåíèè R, çàïèñûâàþò ôîðìóëîé xRy.

Ïðèìåð 1.9 Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : X → X îïðåäåëÿåò áè-

íàðíîå îòíîøåíèå R, ïðè êîòîðîì xRy òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà y = f(x).

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü îáùèìè ñòðóêòóðàìè

íà ìíîæåñòâàõ. Â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ ïî÷òè âñåãäà èìåþò

äåëî ñ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áèíàðíûõ îòíîøåíèé: îòíîøåíèÿ-

ìè ýêâèâàëåíòíîñòè, îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî (ïîëíîãî) ïî-

ðÿäêà è îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû

ðàññìîòðèì ýòè áèíàðíûå îòíîøåíèÿ.

Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

×àñòî áûâàåò òàê, ÷òî â ìíîæåñòâå íåîáõîäèìî îòîæäå-

ñòâèòü íåêîòîðûå ýëåìåíòû. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, èñïîëüçóþò

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.10 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè íà X � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. x ∼ x (ðåôëåêñèâíîñòü);

2. åñëè x ∼ x′, òî x′ ∼ x (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. åñëè x ∼ x′ è x′ ∼ x′′, òî x ∼ x′′ (òðàíçèòèâíîñòü).
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Ïóñòü ∼ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X.

Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî X íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ïðàâè-

ëó: ýëåìåíòû x, x′ ∈ X ëåæàò â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∼ x′. Èç ñâîéñòâ (1) - (3) îò-

íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå îïðå-

äåëåíî êîððåêòíî è X ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè íàçûâàþò ôàêòîðìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X ïî îòíî-

øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ è îáîçíà÷àþò ÷åðåç X/∼. Åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ

X → X/∼, x 7→ x := êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé x.

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ôàêòîðìíîæåñòâîX/∼ ñîñòîèò èç ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà X, îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.

Ìàòåìàòèêà èçó÷àåò ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè. Äëÿ òî-

ãî ÷òîáû çàäàòü ìíîæåñòâî ñî ñòðóêòóðîé, íåîáõîäèìî çàäàòü

ìíîæåñòâî è ñòðóêòóðó íà ýòîì ìíîæåñòâå, ò.å. îïåðàöèè, êî-

òîðûå ìîæíî ïðîèçâîäèòü íàä ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà,

è àêñèîìû, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýòè îïåðàöèè. Íåêîòîðûå

ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè èíòóèòèâíî î÷åâèäíû. Ïîýòîìó ñ

íèìè ðàáîòàþò íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, à íå íà îñíîâå àêñèîì.

Íàïðèìåð, ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ðàáîòàþò íà èíòóèòèâíîì

óðîâíå, à íå íà îñíîâå àêñèîì Ïåàíî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Áî-

ëåå àáñòðàêòíûå ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè èíòóèòèâíî íåî÷å-

âèäíû. Ïîýòîìó ñ íèìè ñ ñàìîãî íà÷àëà ðàáîòàþò íà óðîâíå

àêñèîì. Íàïðèìåð, â ëèíåéíîé àëãåáðå òåîðèþ âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñ ñàìîãî íà÷àëà ðàçâèâàþò íà îñíîâå âîñüìè àêñèîì.

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, ãðóáî ãîâîðÿ,

åñëè íà ìíîæåñòâå X èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà è îòíî-

øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ êàê-òî ñîãëàñîâàíî ñ ýòîé ñòðóê-
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òóðîé, òî íà ôàêòîðìíîæåñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðå-

äåëåíà àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.11 Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è íà ìíîæå-

ñòâå Z öåëûõ ÷èñåë ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ∼, ïðè êîòîðîì

a ∼ b ⇐⇒ a− b äåëèòñÿ íà n.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � ýòî n ïîäìíîæåñòâ

a := a+ nZ, a = 0, 1, . . . , n− 1

è, òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ

Z/∼ = {0, 1, . . . , n− 1},

êîòîðîå íàçûâàþò êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n è îáîçíà÷à-

þò ÷åðåç ÷åðåç Zn. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z ìîæíî ñêëàäû-

âàòü, è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ñîãëàñîâàíî ñî ñëî-

æåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî

a ∼ b, a′ ∼ b′ =⇒ a+ a′ ∼ b+ b′.

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

Zn:

a+ b = c, ãäå c = âû÷åò ïî ìîäóëþ n ÷èñëà a+ b.

Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z ìîæíî óìíîæàòü, è

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ñîãëàñîâàíî ñ óìíîæåíèåì â

òîì ñìûñëå, ÷òî

a ∼ b, a′ ∼ b′ =⇒ a · a′ ∼ b · b′.
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Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà Zn:

a · b = c, ãäå c = âû÷åò ïî ìîäóëþ n ÷èñëà a · b.

Íàïðèìåð, â Z5 èìååì:

3 + 4 = 2, 2 + 3 = 0, 3 · 4 = 2, 2 · 3 = 1.

Ïðèìåð 1.12 Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

(âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì) è L ⊂ V � ïîäïðîñòðàí-

ñòâî. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà

V :

v ∼ v′ ⇐⇒ v − v′ ∈ L.

Êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà âèäà

v + L, ãäå v ∈ V .

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ÷èñëà ñîãëàñî-

âàíî ñ ýòèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å.

v ∼ u, v′ ∼ u′ =⇒ v + v′ ∼ u+ u′,

v ∼ u =⇒ λv ∼ λu.

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëîæåíèå êëàññîâ è óìíîæåíèå

êëàññîâ íà ÷èñëà, à èìåííî,

(v + L) + (u+ L) = (v + u) + L,

λ(v + L) = λv + L.
(2)

Â îïèñàííîé ñèòóàöèè ìíîæåñòâî V/∼ êëàññîâ ýêâèâàëåíò-

íîñòè îáîçíà÷àþò ÷åðåç V/L è íàçûâàþò ôàêòîðïðîñòðàí-

ñòâîì ïðîñòðàíñòâà V ïî ïîäïðîñòðàíñòâó L. Ôàêòîðïðîñòðàí-

ñòâî V/L ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. À èìåííî,
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(2) îïðåäåëÿåò ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà V/L (êàê

âåêòîðîâ) è óìíîæåíèå èõ íà ñêàëÿðû. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå

âåêòîðû ôàêòîðïðîñòðàíñòâà V/L � ýòî âåêòîðû ïðîñòðàí-

ñòâà V , îïðåäåëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ âåêòîðîâ

èç ïîäïðîñòðàíñòâà L. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæå-

íèå

π : V → V/L, π(v) = v + L

ëèíåéíî, ïðè÷åì Ker(π) = L.

Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà

X � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå 6 , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþ-

ùèì àêñèîìàì:

• x 6 x äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

• åñëè x 6 y è y 6 z, òî x 6 z;

• åñëè x 6 y è y 6 x, òî x = y.

Ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà, íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì. Äëÿ ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå < ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

x < y ⇐⇒ x 6 y è x 6= y.

Ýëåìåíòû x, y ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò

ñðàâíèìûìè, åñëè âûïîëíåíî èëè x 6 y, èëè x > y, èëè îäíî-

âðåìåííî x 6 y è x > y. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

X íàçûâàþò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, à ñîîòâåòñòâóþùåå îòíî-

øåíèå ïîðÿäêà íàçûâàþò ïîëíûì, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà

ìíîæåñòâà X ñðàâíèìû.
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Ïðèìåð 1.13 Íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îïðåäå-

ëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

x 6 y ⇐⇒ x ìåíüøå ëèáî ðàâíî y.

ßñíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ïðèìåð 1.14 Íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îïðåäå-

ëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

x 6 y ⇐⇒ x äåëèò y.

Ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òàê êàê, íà-

ïðèìåð, 4 è 6 íåñðàâíèìû.

Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâàõ X1, . . . , Xn

ïîðîæäàþò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿä-

êà íà èõ ïðîçâåäåíèè

X1 × . . .×Xn,

ïðè êîòîðîì

(x1, . . . , xn) < (y1, . . . , yn) ⇐⇒
x1 < y1 èëè

x1 = y1, x2 < y2 èëè

..............................................

x1 = y1, . . . , xn−1 = yn−1, xn < yn

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå îòíîøåíèå ïî-

ðÿäêà íà ïðîèçâåäåíèè X1 × . . . × Xn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèå åãî

îòíîøåíèÿ ïîðÿäêîâ íà X1, . . . , Xn.

Îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 1.15 Áèíàðíîå îòíîøåíèå 4 íà ìíîæåñòâå

X íàçûâàþò îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ, åñëè îíî óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. x 4 x äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

2. åñëè x 4 y è y 4 z, òî x 4 z;

3. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî èëè x 4 y, èëè y 4 x, èëè

îäíîâðåìåííî x 4 y è y 4 x .

Âñÿêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ 4 íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿ-

åò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà òîì æå ìíîæåñòâå X, à

èìåííî,

x ∼ y ⇐⇒ x 4 y è x < y.

Ïðèìåð 1.16 Ôóíêöèÿ u íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåò îò-

íîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ 4 íà X, ïðè êîòîðîì

x 4 y ⇐⇒ u(x) 6 u(y).

Îäíàêî íåâåðíî, ÷òî íà ëþáîì ìíîæåñòâå âñÿêîå îòíîøåíèå

ïðåäïî÷òåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

1.2 Àêñèîìà âûáîðà

Îäíîé èç àêñèîì ñèñòåìû ZFC ÿâëÿåòñÿ:

Àêñèîìà âûáîðà. Ïóñòü {Ai}i∈I ìíîæåñòâî íåïóñòûõ

ìíîæåñòâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

f : I →
⋃
i∈I

Ai
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òàêîå, ÷òî f(i) ∈ Ai (äðóãèìè ñëîâàìè, îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ
i ∈ I ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíò f(i) ∈ Ai).

Èíòóèòèâíî àêñèîìà âûáîðà êàæåòñÿ î÷åâèäíîé. Îäíàêî

îêàçàëîñü, ÷òî èç íåå ñëåäóþò äîâîëüíî íåîáû÷íûå óòâåðäå-

íèÿ, íàïðèìåð,

Ïàðàäîêñ Áàíàõà � Òàðñêîãî. Åäèíè÷íóþ ñôåðó â òðåõ-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-

æåñòâ òàê, ÷òî èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, ïàðàëëåëüíî ïåðåíî-

ñÿ è ïîâîðà÷èâàÿ èõ, ìîæíî ñîñòàâèòü äâå åäèíè÷íûå ñôåðû

Íåñìîòðÿ íà ñëåäñòâèÿ òèïà ïàðàäîêñà Áàíàõà � Òàðñêîãî,

àêñèîìà âûáîðà ïðèíÿòà â ìàòåìàòèêå. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò

íå ñàìó àêñèîìó âûáîðà, à äîêàçûâàåìóþ íà åå îñíîâå ëåììó

Öîðíà, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ñôîðìóëèðóåì.

Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïî-

íèìàíèÿ ôîðìóëèðîâêè ëåììû Öîðíà.

Ïóñòü (X, > ) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîä-

ìíîæåñòâî Y ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâà-

åòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îãðàíè÷åíèå íà Y ÷àñòè÷-

íîãî ïîðÿäêà > ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîðÿäêîì íà Y . Ýëåìåíò

xmax ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîãî, ÷òî x > xmax.

Íàïðèìåð, â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ èç ïðèìå-

ðîâ 1.13 è 1.14 íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó Öîðíà.

Ëåììà 1.17 (Ëåììà Öîðíà) Ïóñòü (X, > ) � ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî âïîëíå óïî-

ðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X ñóùåñòâóåò xY ∈ X òà-

êîé, ÷òî xY > y äëÿ âñåõ y ∈ Y . Òîãäà â X ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíûé ýëåìåíò xmax.
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Ïðèâåäåì òèïè÷íûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ëåììû Öîðíà.

Ñíà÷àëà äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü V � âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîìåðíîå). Ñèñòåìîé

âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàþò ëþáîå âïîëíå

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Êîíå÷íóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ìåæäó âåêòîðàìè

ýòîé ñèñòåìû íåò íåòðèâèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè. Ñèñòåìó âåêòîðîâ (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íóþ) íà-

çûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè âñÿêàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñè-

ñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Áàçèñîì Ãàìåëÿ âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ {vi}i∈I òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ V ñóùåñòâóåò

ðàçëîæåíèå

v =
∑
i∈I

civi,

ãäå ïî÷òè âñå êîýôôèöèåíòû ci ðàâíû íóëþ (èç ëèíåéíîé íåçà-

âèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî). ßñ-

íî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñû Ãàìåëÿ � ýòî

îáû÷íûå áàçèñû, îïðåäåëÿåìûå â ëèíåéíîé àëãåáðå.

Ëåììà 1.18 Âî âñÿêîì (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîìåðíîì) âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ Ãàìåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûõ) ñèñòåì âåêòîðîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå V . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ e ÿâëÿåòñÿ

ïðîäîëæåíèåì ñèñòåìû âåêòîðîâ f , åñëè â ñèñòåìå e ñíà÷àëà

èäóò âåêòîðû èç ñèñòåìû f , ïðè÷åì â òîì æå ïîðÿäêå, â êî-

òîðîì îíè ðàñïîëîæåíû â ñèñòåìå f . Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê 6 íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f 6 e ⇐⇒ ñèñòåìà e ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñèòåìû f .
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Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíû ïðåäïîëî-

æåíèÿ ëåììû Öîðíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {ei}i∈I � âïîëíå

óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. Îáðàçóåì ñèñòå-

ìó âåêòîðîâ e ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê ìíîæåñòâî, ýòà ñèñòå-

ìà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäíó ñèñòåìó ei.

Óïîðÿäî÷èì âåêòîðû â ñèñòåìå e ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

v, v′ ∈ e è òåì ñàìûì v ∈ ei è v
′ ∈ ei′ äëÿ íåêîòîðûõ i, i′ ∈ I.

Òàê êàê ïîäìíîæåñòâî {ei}i∈I âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ei′ 6 ei. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îáà âåêòîðà v è

v′ âõîäÿò â ñèñòåìó ei. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå e âåêòîð

v èäåò çà (ïåðåä) âåêòîðîì v′, åñëè îí èäåò çà (ïåðåä) íèì â

ñèñòåìå ei. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû

e èìååì

ei 6 e äëÿ ëþáîãî i ∈ I.

Ïî ëåììå Öîðíà â X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò

emax. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è

áóäåò áàçèñîì Ãàìåëÿ ïðîñòðàíñòâà V . �

Ïðèìåð 1.19 Ïóñòü {ei}i∈N � ñ÷åòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî ñèìâîëîâ. Ïîëîæèì

V :=

{∑
i∈N

λiei | λi = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ i

}
.

ßñíî, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì è {ei}i∈N ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ â V .

Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå èçó÷àþò áåñêîíå÷íîìåðíûå âåê-

òîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþò áàçèñû Ãà-

ìåëÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî â âàæíûõ äëÿ òåîðèè è ïðèëî-

æåíèé ïðîñòðàíñòâàõ (íàïðèìåð, â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ)

äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå åñòü íà òàêèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, ¾ïëîõî âçàèìîäåéñòâóþò¿ ñ áàçèñàìè Ãàìåëÿ.
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1.3 Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.20 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è

C âûïîëíåíî

A∆C ⊂ (A∆B) ∪ (B∆C).

Çàäà÷à 1.21 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {An} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà X è ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {An} åãî ïîäìíîæåñòâ, òàêèõ, ÷òî

lim inf
n→∞

An 6= lim sup
n→∞

An.

Çàäà÷à 1.22 Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè An ↑ A èëè An ↓ A, òî

A = lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An.

Çàäà÷à 1.23 1. Íàéäèòå âîçðàñòàþùèé ïðåäåë ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ {( 1
n
, n)};

2. Íàéäèòå óáûâàþùèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíî-

æåñòâ {[n,∞)}.

Çàäà÷à 1.24 Íàéäèòå âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðåäåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ

1. {An = ((−1)n, 5 + 1
n
]};

2. {An = [sin(n), 5− sin(n))}.
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Çàäà÷à 1.25 Äîêàæèòå, ÷òî

1. âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî èëè

ñ÷åòíî;

2. âñÿêîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íî èëè

ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 1.26 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 1.27 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåïóñòîãî êîíå÷-

íîãî è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 1.28 Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíûõ

ìíîæåñòâ ñ÷åòíî (â ÷àñòíîñòè, Zn ñ÷åòíî).

Çàäà÷à 1.29 Äîêàæèòå, ÷òî Q ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 1.30 Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ,

êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 1.31 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íåóáû-

âàþùåé ôóíêöèè f : R→ R íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 1.32 Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ,

èìåþùèõ ìîùíîñòü êîíòèíóóì, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíó-

óì (â ÷àñòíîñòè, Rn èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì).

Çàäà÷à 1.33 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæå-

ñòâà ìíîæåñòâ, èìåþùèõ ìîùíîñòü êîíòèíóóì, èìååò ìîù-

íîñòü êîíòèíóóì.
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Çàäà÷à 1.34 Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b]

íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Çàäà÷à 1.35 Äîêàæèòå, ÷òî

1. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíê-

öèé áåñêîíå÷íîìåðíî;

2. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî P [a, b] ìíîãî÷ëåíîâ íà [a, b] áåñ-

êîíå÷íîìåðíî;

3. ôàêòîðïðîñòðàíñòâî C[a, b]/P [a, b] áåñêîíå÷íîìåðíî.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

1.20. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé x ∈ A∆C ïðèíàä-

ëåæèò A∆B èëè B∆C. Èìååì: åñëè x ∈ A \ C, òî åñëè x /∈ B,
òî x ∈ A∆B, à åñëè x ∈ B, òî x ∈ B∆C. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñëó÷àé x ∈ C \ A.
1.21.(1). Î÷åâèäíî.

(2). X � ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, A1 = X,A2 = ∅, A3 =

X,A4 = ∅, . . ..
1.22. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé An ↑ A. Â ýòîì ñëó÷àå

⋃
n>k

An = A

äëÿ ëþáîãî k ∈ N è, ñëåäîâàòåëüíî, lim sup
n→∞

An = A. Êðî-

ìå òîãî,
⋂
n>k

An = Ak äëÿ ëþáîãî k ∈ N è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim inf
n→∞

An =
⋃
k>1

Ak = A. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

An ↓ A.
1.23.(1). (0,∞).

(2). ∅.
1.24.(1). lim sup

n→∞
An = (−1, 5], lim inf

n→∞
An = (1, 5].
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(2). lim sup
n→∞

An = (−1, 6), lim inf
n→∞

An = [1, 5].

1.25.(1) Ïóñòü X = {x1, x2, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, X ′ =

{xi1 , xi2 , . . .} ⊂ X, ãäå 1 6 i1 < i2 < . . .. Åñëè X ′ êîíå÷íî, òî âñå

äîêàçàíî, à åñëè X ′ áåñêîíå÷íî, òî îòîáðàæåíèå ϕ : N → X ′,

ϕ(n) = xin âçàèìíî îäíîçíà÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, X
′ ñ÷åòíî.

(2) Ñëåäóåò èç (1).

1.26. Ïåðå÷èñëèòü âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ñ÷åòíîãî ìíî-

æåñòâà {x1, x2, . . .} ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïåðå-

÷èñëÿåì ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {x1}, çàòåì íå ïåðå÷èñëåí-

íûå ðàíåå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {x1, x2}, çàòåì íå ïåðå÷èñ-

ëåííûå ðàíåå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {x1, x2, x3} è òàê äàëåå.
1.27. Ïóñòü A = {a1, . . . , an} � íåïóñòîå êîíå÷íîå è B =

{b1, b2, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâà. Ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ A×
B ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïåðå÷èñ-

ëÿåì ýëåìåíòû âèäà (ai, b1), ãäå 1 6 i 6 n, çàòåì ýëåìåíòû

âèäà (ai, b2), ãäå 1 6 i 6 n è ò.ä.

1.28. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñ÷åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñ÷åò-

íûõ ìíîæåñòâ, ñêàæåì A = {a1, a2, . . .} è B = {b1, b2, . . .}.
Ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ A × B ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿåì ýëåìåíòû âèäà (ai, bj), ãäå

1 6 i, j 6 2, çàòåì íå ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå ýëåìåíòû âèäà

(ai, bj), ãäå 1 6 i, j 6 3 è ò.ä.

1.29. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Z×N→ Q, ϕ(n,m) = n
m
.

Òàê êàê Z×N ñ÷åòíî (ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 1.28)

è ϕ ñþðúåêòèâíî, òî Q íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Èç áåñêîíå÷íîñòè

Q è óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 1.25 ñëåäóåò, ÷òî Q ñ÷åòíî.

1.30. Ïóñòü Ai = {ai1, ai2, . . .}, i = 1, 2, . . . � íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Ýëåìåíòû îáúåäèíåíèÿ ∪i>1Ai ìîæíî ïå-

ðå÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿåì ýëåìåí-

òû âèäà aij, ãäå 1 6 i, j 6 2, çàòåì íå ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå
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ýëåìåíòû âèäà aij, ãäå 1 6 i, j 6 3 è ò.ä.

1.31. Ïóñòü f : R → R � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà â

êàæäîé òî÷êå x ðàçðûâà èìååì f(x − 0) < f(x + 0). Èç òî-

ãî, ÷òî ôóíêöèÿ f íåóáûâàåò, ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàëû (f(x −
0), f(x+ 0)), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì òî÷êàì ðàçðûâà, íå

ïåðåñåêàþòñÿ; â êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå âûáåðåì ðàöèîíàëü-

íóþ òî÷êó r(x). Èìååì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f â Q, ïðè êîòîðîì òî÷êà ðàçðûâà

x ïåðåõîäèò â r(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà

ôóíêöèè f íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

1.32. Òàê êàê ìíîæåñòâî 2N èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì (ëåì-

ìà 1.4), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà (2N)n è 2N èìå-

þò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì áè-

åêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè. À èìåííî,

ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 1.27, ìíîæåñòâî {1, . . . , n} × N
ñ÷åòíî; ïóñòü ψ : N → {1, . . . , n} × N � áèåêòèâíîå îòîáðàæå-

íèå. Èñêîìîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå åñòü

(2N)n → 2N,

((a(1,1), a(1,2), . . .), . . . , (a(n,1), a(n,2), . . .)) 7→ (aψ(1), aψ(2), . . .).

1.33. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ íåñëîæíîé ìîäèôè-

êàöèåé ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.32. À èìåííî, òàê æå êàê â ðåøå-

íèè çàäà÷è 1.32, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà (2N)N è

2N èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòðîèì

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Ñîãëàñ-

íî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 1.28, ìíîæåñòâî N × N ñ÷åòíî; ïóñòü

ψ : N→ N×N � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Èñêîìîå áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå åñòü

(2N)N → 2N,

((a(1,1), a(1,2), . . .), (a(2,1), a(2,2), . . .), . . .) 7→ (aψ(1), aψ(2), . . .).
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1.34. Èìååì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå C[a, b] → R, f 7→
f(a) è èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

C[a, b]→ RN, f 7→ (f(r1), f(r2), . . .),

ãäå {r1, r2, . . .} = [a, b] ∩Q. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî R è RN èìå-

þò ìîùíîñòü êîíòèíóóì (ñì. çàäà÷ó 1.33), ñëåäóåò, ÷òî C[a, b]

èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

1.35. (1) è (2). Áåñêîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ C[a, b] è

P [a, b] ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñèñòåìà âåêòîðîâ

1, t, t2, . . . ∈ P [a, b] ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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2 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

2.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, d), ãäå X

� ïðîñòðàíñòâî � ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, à d � ìåòðèêà � ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X

(äðóãèìè ñëîâàìè, d(x, y) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó x, y ∈ X).

Ïðè ýòîì äëÿ ìåòðèêè d äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

àêñèîìû.

(Metr1) d(x, y) > 0, ïðè÷åì d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà x = y.

(Metr2) d(x, y) = d(y, x).

(Metr3) d(x, y) + d(y, z) > d(x, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíè-

êà)

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) èíîãäà îáîçíà÷àþò ÷åðåç

X, êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, êàê îïðåäåëåíà ìåòðèêà d.

Âîò íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ.

1. (R, d2), ãäå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ êîîð-

äèíàòíîé ôóíêöèåé (x), ðàññòîÿíèå

d2(x1, x2) :=
√

(x1 − x2)2 = |x1 − x2|.

2. (R2, d2), ãäå R2 � ïëîñêîñòü ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x, y),

ðàññòîÿíèå

d2((x1, y1), (x2, y2)) :=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

3. (R3, d2), ãäå R3 � ïðîñòðàíñòâî ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò



40 2.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

(x, y, z), ðàññòîÿíèå

d2((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) :=√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

4. S2 - ñôåðà ðàäèóñà 1 â ïðîñòðàíñòâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè íà ñôåðå ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåé äóãè, ñîåäè-

íÿþùåé ýòè òî÷êè.

Âñÿêèé ðàç, îïðåäåëÿÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íåîáõî-

äèìî äîêàçûâàòü âûïîëíåíèå àêñèîì ìåòðèêè. Ïðè ýòîì ïðàê-

òè÷åñêè âñåãäà âûïîëíåíèå àêñèîì (Metr1) è (Metr2) î÷åâèäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (Metr3) íåðåäêî ÿâ-

ëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé. Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîãî âû-

øå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà S2 äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé. Â

ýòîì êóðñå, îïðåäåëÿÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìû

íå âñåãäà áóäåì äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíè-

êà (Metr3) Ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â

êíèãàõ [KG] è [KF].

Ñëåäóþùèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èãðàþò âàæíóþ ðîëü

â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðèìåð 2.1 [Îáîáùåíèå ïðèìåðîâ (1) � (3) âûøå] Eâêëè-

äîâî êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî (Rn, d2) åñòü âåùåñòâåííîå

n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî

Rn := {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R},

ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

d2((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) :=

(
n∑
i=1

|xi − yi|2
)1/2

.
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Ïðèìåð 2.2 (Rn, d1) åñòü n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî Rn ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

d1((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) :=
n∑
i=1

|xi − yi|.

Ïðèìåð 2.3 (Rn, d∞) åñòü n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî Rn ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) := max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|}.

Ïðèìåð 2.4 Äëÿ p > 1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Rn, dp)

åñòü n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñ ôóíêöèåé ðàñ-

ñòîÿíèÿ

dp((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) :=

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

• (Rn, d2) åñòü (Rn, dp) ïðè p = 2;

• (Rn, d1) åñòü (Rn, dp) ïðè p = 1;

• (Rn, d∞) åñòü ¾ïðåäåë ïðîñòðàíñòâà¿ (Rn, dp)

ïðè p→∞.

Ïðèìåð 2.5 Äëÿ p > 1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Cn, dp)

åñòü êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî

Cn := {(x1, . . . , xn) | xi ∈ C},

ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

dp((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) :=

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

.
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Çàìå÷àíèå 2.6 Òî, ÷òî óêàçàííûå â ïðèìåðàõ 2.1, 2.2, 2.4 è

2.5 ìåòðèêè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå (Metr3), íåñëîæíî äîêà-

çàòü, èñïîëüçóÿ

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Äëÿ ëþáîãî p > 1 è ëþáûõ

âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn, y1, . . . , yn âû-

ïîëíåíî(
n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

6

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑
i=1

|yi|p
)1/p

.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî íå âûïîëíåíî ïðè p <

1 (íåñëîæíî ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðïðèìåðû). Äîêà-

çàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (à òàêæå åãî îáîáùåíèé,

êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò íåðàâåíñòâàìè Ìèíêîâñêîãî) ñì. â

[KF].

Ïîëîæèì

RN := {(x1, x2, . . .) | xi ∈ R}, CN := {(x1, x2, . . .) | xi ∈ C}.

Ïðèìåð 2.7 (Âåùåñòâåííîå `p) Äëÿ âñÿêîãî p > 1 ïîäìíî-

æåñòâî

`p := {(x1, x2, . . .) ∈ RN | ðÿä
∑
i>1

|xi|p ñõîäèòñÿ}

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

dp((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) :=

(∑
i>1

|xi − yi|p
)1/p

.

Òî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ `p ðàññòîÿíèå dp(x, y) îïðåäåëåíî

è òî, ÷òî dp ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî.



2 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 43

Ïðèìåð 2.8 (Âåùåñòâåííîå `∞) Ìíîæåñòâî

`∞ := {(x1, x2, . . .) ∈ RN | ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà}

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

d∞((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) := sup
i>1
|xi − yi|.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåùåñòâåííîå `∞ åñòü ¾ïðåäåë¿ âå-

ùåñòâåííîãî `p ïðè p→∞.

Ïðèìåð 2.9 (Êîìïëåêñíîå `p) Äëÿ âñÿêîãî p > 1 ïîäìíî-

æåñòâî

`p := {(x1, x2, . . .) ∈ CN | ðÿä
∑
i>1

|xi|p ñõîäèòñÿ}

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

dp((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) :=

(∑
i>1

|xi − yi|p
)1/p

.

Òî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ `p ðàññòîÿíèå dp(x, y) îïðåäåëåíî

è òî, ÷òî dp ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî.

Ïðèìåð 2.10 (Êîìïëåêñíîå `∞) Ìíîæåñòâî

`∞ := {(x1, x2, . . .) ∈ CN | ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà}

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

d∞((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) := sup
i>1
|xi − yi|.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êîìïëåêñíîå `∞ åñòü ¾ïðåäåë¿ êîì-

ïëåêñíîãî `p ïðè p→∞.
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Ïðèìåð 2.11 Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a < b îïðåäåëèì ïðî-

ñòðàíñòâî C[a, b] êàê ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[a, b] ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

d(f(t), g(t)) := max
a6t6b

|f(t)− g(t)|.

Ïðèìåð 2.12 Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a < b îïðåäåëèì ïðî-

ñòðàíñòâî C1[a, b] êàê ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[a, b] ôóíêöèé ñ ìåòðèêîé

d1(f(t), g(t)) :=

∫ b

a

|f(t)− g(t)|dt.

Ïðèìåð 2.13 Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé ãðàô, V �

ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, ïðè÷åì êàæäîìó ðåáðó ãðàôà Γ ïðè-

ïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � åãî äëèíà. Äëÿ âåðøèí v, v′ ∈
V ïîëîæèì

d(v, v′) =

{
äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè,

ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó v ñ v′

}
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî V ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ d ÿâëÿåò-

ñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Çàìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çà-

äà÷åé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð,

àëãîðèòì Äåéêñòðû.

Ïðèìåð 2.14 Ïóñòü (X1, d1), . . . , (Xn, dn) � ìåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

X = X1 × . . .×Xn := {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Xi}.
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Íà X ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïî

êîòîðûõ X áóäåò ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Óêàæåì íàè-

áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ:

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = d1(x1, y1) + . . .+ dn(xn, yn),

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max{d1(x1, y1), . . . , dn(xn, yn)},

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√
d1(x1, y1)2 + . . .+ dn(xn, yn)2.

Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþò-

ñÿ è äðóãèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñ íåêîòîðûìè èç êîòî-

ðûõ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ïîçæå.

Èìåþòñÿ äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,

çíàòü êîòîðûå ïîëåçíî äëÿ ïîíèìàíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Âîò ïðèìåð òàêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 2.15 Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ x, x′ ∈
X ïîëîæèì

d(x, x′) :=

{
0, åñëè x = x′,

1, åñëè x 6= x′.

Êàê ýòî íè âûãëÿäèò ñòðàííûì, òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ

ðàññòîÿíèÿ d ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Îïðåäåëåííóþ âûøå ìåò-

ðèêó íàçûâàþò äèñêðåòíîé, à ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ

äèñêðåòíîé ìåòðèêîé íàçûâàþò äèñêðåòíûì ìåòðè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 2.16 Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

X = X1 × . . .×Xn,

ãäå X1, . . . , Xn � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Äëÿ (x1, . . . , xn),

(x′1, . . . , x
′
n) ∈ X ïîëîæèì

d((x1, . . . , xn), (x′1, . . . , x
′
n)) :=

{÷èñëî ïîçèöèé i, íà êîòîðûõ xi 6= x′i}.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàññòî-

ÿíèÿ d ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

X1 = . . . = Xn = A

� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ìåòðèêó d íàçûâàþò ìåòðèêîé Õåì-

ìèíãà. Ìåòðèêà Õåììèíãà ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíè-

ÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû î÷åâèäíî.

Ëåììà 2.17 Ïóñòü (X, dX) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y

� ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàñ-

ñòîÿíèÿ dY íà Y , ïîëàãàÿ

dY (y1, y2) := dX(y1, y2), y1, y2 ∈ Y.

Òîãäà (Y, dY ) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäå-

ëåííóþ òàê ìåòðèêó dY íà ïîäìíîæåñòâå Y íàçûâàþò èí-

äóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, à ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, dY )

íàçûâàþò ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X, dX).

Íàïðèìåð, íà îòðåçêå Y = [a, b], ðàññìàòðèâàåìîì êàê ïîäìíî-

æåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X = R, d2) (îáû÷íîé ïðÿ-

ìîé), îïðåäåëåíà èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà è ñ ýòîé ìåòðèêîé

îòðåçîê [a, b] ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. ßñíî, ÷òî

ýòà èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà îòðåçêå [a, b] ÿâëÿåòñÿ îáû÷-

íîé ìåòðèêîé, ò.å.

dY (y1, y2) = |y1 − y2|, y1, y2 ∈ [a, b].

Ó ëåììû 2.17 èìååòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.
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Ëåììà 2.18 Ïóñòü (X, dX) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y

� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,

ϕ : Y → X

� ïðîèçâîëüíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ ðàññòîÿíèÿ dY íà Y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dY (y1, y2) := dX(ϕ(y1), ϕ(y2)), y1, y2 ∈ Y.

Òîãäà Y ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ dY ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì (ìåòðèêó dY íàçûâàþò ïðîîîáðàçîì ìåòðèêè

dX ïðè îòîáðàæåíèè ϕ).

Çàìå÷àíèå 2.19 Ëåììà 2.18 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â

ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Äîïóñòèì, èìåþòñÿ îäíîòèïíûå îáú-

åêòû A1, ... , An (íàïðèìåð, ìàðêè àâòîìîáèëåé, ñóïåðìàðêå-

òû â äàííîì ãîðîäå), äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òî,

íàñêîëüêî îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ãîâîðÿ ôîðìàëüíî,

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå {A1, . . . , An}.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñîñòàâëÿåì ñïèñîê ïðèçíàêîâ p1, . . . , pm, ïî

êîòîðûì ýòè îáúåêòû áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ. Ïðèçíàê pi ìî-

æåò áûòü

• êîëè÷åñòâåííûì; â ýòîì ñëó÷àå pi(Aj) ∈ R;
• êà÷åñòâåííûì; â ýòîì ñëó÷àå pi(Aj) ∈ {Y,N} (Y = yes, N =

no), ãäå

pi(Aj) =

{
Y, åñëè Aj îáëàäàåò ïðèçíàêîì pi,

N, åñëè Aj íå îáëàäàåò ïðèçíàêîì pi.

Íàïðèìåð, äëÿ àâòîìîáèëåé êîëè÷åñòâåííûì ïðèçíàêîì ÿâ-

ëÿåòñÿ ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ â ëîøàäèíûõ ñèëàõ, à êà÷åñòâåí-

íûì � íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå êîíäèöèîíåðà. Ïðèçíàêîâ äîëæ-

íî áûòü äîñòàòî÷íî ìíîãî òàê, ÷òîáû ðàçíûå îáúåêòû ðàç-

ëè÷àëèñü ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó ïðèçíàêó. Äîïóñòèì,
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ïðèçíàêè p1, . . . , pk � êîëè÷åñòâåííûå, à ïðèçíàêè pk+1, . . . , pk+m

� êà÷åñòâåííûå. Èìååì îòîáðàæåíèå

ϕ : {A1, . . . An} → Rk × {Y,N}m,
ϕ(Ai) = (p1(Ai), . . . , pk+m(Ai)).

Âûáèðåì ìåòðèêó â ïðîñòðàíñòâå Rk × {Y,N}m (ýòî ìîæ-

íî ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè, ñì. ïðèìåð 2.14) è, ïðèìå-

íÿÿ ëåììó 2.18, ïîëó÷àåì ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ

{A1, . . . , An}. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ¾õîðîøóþ¿ ìåò-

ðèêó íà {A1, . . . , An} íóæíî ¾õîðîøî¿ ïîäîáðàòü ïðèçíàêè

p1, . . . , pk+m è ¾õîðîøî¿ âûáðàòü ìåòðèêó íà Rk × {Y,N}m.

2.2 Ïðåäåë â ìåòðè÷åñêîì ïðîòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå 2.20 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî (X, d).

• Äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ X îïðåäåëåíà åå ε-îêðåñòíîñòü

B(x0, ε) := {x ∈ X | d(x0, x) < ε}.

Èíîãäà ε-îêðåñòíîñòü B(x0, ε) íàçûâàþò îòêðûòûì øà-

ðîì ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x0. Åñëè õîòÿò óêà-

çàòü, ÷òî øàð ëåæèò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X,

òî åãî îáîçíà÷àþò ÷åðåç BX(x0, ε).

• Ïîäìíîæåñòâî U ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò îòêðû-

òûì, åñëè äëÿ ëþáîé u ∈ U ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå,

÷òî B(u, ε) ⊂ U (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè U ñîäåðæèò

íåêîòîðóþ òî÷êó, òî U òàêæå ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ε-

îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè). Ïî îïðåäåëåíèþ, ïóñòîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X îòêðûòî. Îòìåòèì, ÷òî
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èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî X (êàê ïîäìíîæåñòâî ñà-

ìîãî ñåáÿ) îòêðûòî.

• Ïîäìíîæåñòâî Z ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) íà-

çûâàþò çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå X \ Z îòêðû-

òî. Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâî Z çàìêíóòî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X \ Z ñóùå-

ñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå B(x, ε)∩Z ïóñòî.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà

X çàìêíóòî. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî X (êàê ïîäìíîæåñòâî ñàìîãî ñåáÿ) çàìêíóòî.

• Ïîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçû-

âàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì

øàðå.

Ïðèìåð 2.21 ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 â (R, d2) ÿâëÿåòñÿ

îáû÷íàÿ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, ò.å. èíòåðâàë (x0−ε, x0+ε).

Ïðèìåð 2.22 ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (x0, y0) íà ïëîñêîñòè

(R2, d2) ÿâëÿåòñÿ êðóã ðàäèóñà ε áåç ãðàíèöû ñ öåíòðîì â òî÷-

êå (x0, y0), ò.å.

B((x0, y0), ε) = {(x, y) |
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < ε}.

Ïðèìåð 2.23 Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, d2) èíòåð-

âàë (a, b) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì, îòðåçîê [a, b]

� çàìêíóòûì, ïîëóèíòåðâàëû (a, b] è [a, b) íå ÿâëÿþòñÿ íè

îòêðûòûìè, íè çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè.

Ïðèìåð 2.24 Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) çàìêíóòûé øàð

Bc(x, ε) := {y ∈ X | d(x, y) 6 ε}

çàìêíóò.
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Ïðèìåð 2.25 Â äèñêðåòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñÿ-

êîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çà-

ìêíóòûì.

Òåîðåìà 2.26 Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

1. îáúåäèíåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

îòêðûòî;

2. ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïîäìíî-

æåñòâ îòêðûòî;

3. îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ çàìêíóòî;

4. ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü {Ui}i∈I � îòêðûòûå ïîäìíîæå-

ñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è

U =
⋃
i∈I

Ui

� îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

U îòêðûòî. Ïóñòü x ∈ U . Èìååì x ∈ Ui0 äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ I.
Òàê êàê Ui0 îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî B(x, ε) ⊂
Ui0 . Íî òîãäà

B(x, ε) ⊂ Ui0 ⊂ U.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî U îòêðûòî.

(2) Ïóñòü {Ui}16i6n � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,

U =
n⋂
i=1

Ui
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� ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî U

îòêðûòî. Äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n èìååì x ∈ Ui è èç îòêðûòîñòè
Ui ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò εi > 0 òàêîå, ÷òî B(x, εi) ⊂ Ui. Íî

òîãäà

B(x, ε) ⊂
n⋂
i=1

Ui = U,

äëÿ ε = min{ε1, . . . , εn}. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî U îòêðûòî.

(3) è (4) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî (1) è (2). �

Îïðåäåëåíèå 2.27 Ïóñòü (X, d) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò

ñõîäÿùåéñÿ ê x ∈ X è ïèøóò xn → x, åñëè

lim
n→∞

d(xn, x) = 0;

òî÷êó x ïðè ýòîì íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn}. Òàêèì îáðàçîì, xn → x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ïðèíàäëåæàò ε-îêðåñòêíîñòè òî÷êè x.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê êàêîé-íèáóäü òî÷-

êå, íàçûâàþò ñõîäÿùåéñÿ.

Ïðèìåð 2.28 Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, d2) åñòü â òî÷íîñòè ñõîäÿùèåñÿ â îáû÷-

íîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà R.

Ëåììà 2.29 Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäèòñÿ ê îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ïðè÷åì xn → x è xn → y. Òîãäà

d(x, y) 6 d(x, xn) + d(xn, y)→ 0 ïðè n→∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, d(x, y) = 0, îòêóäà x = y. �
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Îïðåäåëåíèå 2.30 Çàìûêàíèåì ïîäìíîæåñòâà Y ìåòðè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ)

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â X, ñîäåðæàùåå Y . Çàìûêàíèå

ïîäìíîæåñòâà Y îáîçíà÷àþò ÷åðåç Y .

Ëåììà 2.31 Ó âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà Y ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X çàìûêàíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à èìåí-

íî,

Y :=
⋂

Z çàìêíóòî â X
è ñîäåðæèò Y

Z

(ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X,

ñîäåðæàùèõ Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.26(4) ïîä-

ìíîæåñòâî Y çàìêíóòî â X è åñëè íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Z

çàìêíóòî â X è ñîäåðæèò Y , òî

Y = Y ∩ Z ⊂ Z.

�

Ïðèìåð 2.32 Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, d2) çàìûêà-

íèåì èíòåðâàëà (a, b) (òàê æå êàê ïîëóèíòåðâàëîâ (a, b], [a, b)

è îòðåçêà [a, b]) ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [a, b].

Ëåììà 2.33 Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y �

ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî â X. Òîãäà

Y =

{
x ∈ X

∣∣∣∣ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn ∈ Y , ñõîäÿùàÿñÿ ê x

}
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà åñòü ìíîæå-

ñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

1. åñëè x ∈ Y , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ∈ Y

ñõîäÿùàÿñÿ ê x;

2. åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ëåæèò â Y è yn → x, òî

x ∈ Y .

(1) Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïåðåñå÷åíèå Y ∩B(x, 1
n
)

íåïóñòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Y ∩ B(x, 1
n
) = ∅, òî çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî X \ B(x, 1
n
) ñîäåðæèò Y è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî-

äåðæèò Y , íî ïðè ýòîì íå ñîäåðæèò x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òî-

ìó, ÷òî x ∈ Y . Äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

yn ∈ Y ∩B(x, 1
n
). Òîãäà d(x, yn) < 1

n
è, ñëåäîâàòåëüíî, yn → x.

(2) Åñëè x /∈ Y , òî òàê êàê X \ Y îòêðûòî, x ∈ X \ Y è

yn → x, òî ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî yn ∈ X \Y äëÿ n > N .

Íî òîãäà yn /∈ Y è, çíà÷èò, yn /∈ Y äëÿ n > N . �
Äëÿ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíî

ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.34 Ôóíêöèþ

f : X → R

íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â

òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,

÷òî

f(B(x, δ)) ⊂ (f(x)− ε, f(x) + ε) = B(f(x), ε).

Ôóíêöèþ f íàçûâàþò íåïðåðûâíîé, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå.

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.



54 2.2 Ïðåäåë â ìåòðè÷åñêîì ïðîòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå 2.35 Îòîáðàæåíèå

ϕ : X → Y

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Y íàçûâàþò íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

ϕ(B(x, δ)) ⊂ B(ϕ(x), ε).

Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàþò íåïðåðûâíûì, åñëè îíî íåïðåðûâ-

íî â êàæäîé òî÷êå.

Ïðèìåð 2.36 Îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê

îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (R, d2) â ñåáÿ, íåïðå-

ðûâíà.

Ïðèìåð 2.37 Ñäâèã âïðàâî

`2 → `2, (x1, x2, x3, . . .) 7→ (0, x1, x2, . . .)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð 2.38 Ïóñòü f(t) ∈ C[a, b]. Îòîáðàæåíèå óìíîæå-

íèÿ

µf : C[a, b]→ C[a, b], µf (g)(t) = g(t)f(t)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð 2.39 Îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ

ϕ : C[a, b]→ C[a, b], ϕ(g)(t) =

∫ t

a

g(τ)dτ

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.



2 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 55

Ïðèìåð 2.40 Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

(λ1, . . . , λn) : (Rn, dp)→ R, (x1, . . . , xn) 7→ λ1x1 + . . .+ λnxn

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû èç àíàëèçà

î òîì, ÷òî êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíà.

Ëåììà 2.41 Ïóñòü X, Y , Z � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

è

ϕ : X → Y, ψ : Y → Z

� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òî-

ãäà èõ êîìïîçèöèÿ

ψ ◦ ϕ : X → Z

íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X è ε > 0; ìû äîëæíû äîêà-

çàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

ψ(ϕ(BX(x, δ))) ⊂ BZ(ψ(ϕ(x)), ε). (3)

Òàê êàê ψ íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî

ψ(BY (ϕ(x), α)) ⊂ BZ(ψ(ϕ(x)), ε). (4)

Òàê êàê ϕ íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

ϕ(BX(x, δ)) ⊂ BY (ϕ(x), α). (5)

Òåïåðü (3) ñëåäóåò èç (4) è (5). �
Â ñëåäóþùåé ëåììå � êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-

íèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ëåììà 2.42 Îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿ-

êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} â X, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {ϕ(xn)} ñõîäèòñÿ ê ϕ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y íåïðå-

ðûâíî è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} â X ñõîäèòñÿ ê x. Ìû

äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(xn) ñõîäèòñÿ ê

ϕ(x). Ôèêñèðóåì ëþáîå ε > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-

íèÿ ϕ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ϕ(B(x, δ)) ⊂
B(ϕ(x), ε). Èç ñõîäèìîñòè xn → x ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

N ∈ N òàêîå, ÷òî xn ∈ B(x, δ) äëÿ âñåõ n > N . Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(xn) ∈ ϕ(B(x, δ)) ⊂ B(ϕ(x), ε) äëÿ âñåõ n > N , ÷òî è äîêàçû-

âàåò ñõîäèìîñòü ϕ(xn)→ ϕ(x).

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè xn → x â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(xn) ñõîäèòñÿ ê

ϕ(x) è äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî. Áóäåì äî-

êàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî ϕ íå íåïðåðûâíî è

ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè ϕ íå íåïðåðûâíî, òî îíî íå íåïðå-

ðûâíî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, ñêàæåì x ∈ X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî ϕ(B(x, δ)) 6⊂ B(ϕ(x), ε) äëÿ ëþ-

áîãî δ > 0. Â ÷àñòíîñòè, ϕ(B(x, 1
n
)) 6⊂ B(ϕ(x), ε) äëÿ ëþáîãî

n ∈ N è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò xn ∈ B(x, 1
n
)

òàêîé, ÷òî ϕ(xn) 6∈ B(ϕ(x), ε). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî xn → x,

íî ϕ(xn) 6→ ϕ(x). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 2.43 Ôóíêöèÿ f íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

X íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {xn} â X, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê f(x).

Îïðåäåëåíèå 2.44 Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X íàçûâàþò êîìïàêòíûì, åñëè èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòè, ëåæàùåé â ýòîì ïîäìíîæåñòâå, ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó

ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî êîìïàêòíî, åñëè èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.

Ïðèìåð 2.45 Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn. Èç

òåîðåìû Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæå-

ñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Â ÷àñòíîñòè, åâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn íå êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 2.46 Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ X íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N = N(ε) ∈
N òàêîå, ÷òî d(xn, xm) < ε äëÿ ëþáûõ n,m > N .

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ

ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Êîøè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòàíñòâå (R, d2)

åñòü â òî÷íîñòè èçâåñòíûå íàì èç àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Êîøè íà R. Íàïîìíèì, ÷òî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Êîøè ñõîäÿòñÿ.Îäíàêî íå âî âñÿêîì ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñõîäÿòñÿ

Â ñâÿçè ñ òàêèì îáñòîÿòåëüñòâîì äàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëå-

íèå.

Îïðåäåëåíèå 2.47 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ïîë-

íûì, åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â íåì ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 2.48 Èç êóðñà àíàëèçà ìû çíàåì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòàíñòâî (Rn, d2) ïîëíî. Â äàëüíåéøåì ìû óñòàíîâèì ïîë-

íîòó ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ C[a, b], (Rn, dp) è `
p, ãäå 1 6

p 6∞.

Ïðèìåð 2.49 Äîêàæåì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòàíñòâî

C1[−1, 1] íå ïîëíî. Äëÿ ýòîãî â C1[−1, 1] ðàññìîòðèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ôóíêöèé

fn(t) =


−1, åñëè − 1 6 t < − 1

n
,

nt, åñëè − 1
n
6 t 6 1

n
,

1, åñëè 1
n
< t 6 1.

6

-

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

−1 − 1
n

1
n

1

1

−1

fn(t)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî fn(t) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ Êîøè è ïðè ýòîì íå ñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a < b ìåòðè÷åñêîå ïðîñòàíñòâî C1[a, b]

íå ïîëíî.

Ïîïîëíåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ïîäìíîæåñòâî Y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò

âñþäó ïëîòíûì â X, åñëè Y = X. ßñíî, ÷òî Y ïëîòíî â X
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì îòêðûòîì øàðå ïðî-

ñòðàíñòâà X ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò èç Y .

Ïðèìåð 2.50 Ïîäìíîæåñòâî

Qn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi ∈ Q äëÿ êàæäîãî i}

âñþäó ïëîòíî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Rn, d2).

Ïðèìåð 2.51 Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà,

P [a, b] := {f(t) ∈ C[a, b] | f(t) � ìíîãî÷ëåí}

âñþäó ïëîòíî â C[a, b]. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêóþ íåïðåðûâ-

íóþ íà îòðåçêå ôóíêöèþ ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðàâíî-

ìåðíî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì.

Òåîðåìà 2.52 Íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) ðàññìîò-

ðèì ðàâåíñòâî

F (x) = 0, (6)

ãäå F � íåïðåðûâíàÿ íà X ôóíêöèÿ. Òîãäà åñëè (6) âûïîëíåíî

íà íåêîòîðîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà

X, òî (6) âûïîëíåíî âñþäó íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (6) âûïîëíåíî íà âñþäó ïëîòíîì

ïîäìíîæåñòâå Y ïðîñòðàíñòâà X è ïóñòü x ∈ X. Òàê êàê

X = Y , òî x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {yn ∈ Y }. Ïî íåïðåðûâíîñòè èìååì

F (x) = F
(

lim
n→∞

yn

)
= lim

n→∞
F (yn) = 0.

�
Òåîðåìà 2.52 îñòàíåòñÿ âåðíîé (ñ òåì æå ïî ñóòè äîêàçàòåëü-

ñòâîì), åñëè â åå ôîðìóëèðîâêå ðàâåíñòâî (6) çàìåíèòü íà

íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî èëè èìïëèêàöèþ ñ ó÷àñòèåì íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 2.53 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçû-

âàþò ïîïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d), åñëè

(Compl1) X ⊂ X;

(Compl2) X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åêèì ïðîñòðàíñòâîì;

(Compl3) d|X = d, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî (X, d)

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X, d);

(Compl4) X âñþäó ïëîòíî â X.

Òåîðåìà 2.54 Äëÿ âñÿêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà åãî

ïîïîëíåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

2.3 Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñ-

ëè çàäàíà åãî òîïîëîãèÿ. Çàäàòü òîïîëîãèþ íà X � ýòî çíà÷èò

ñðåäè ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X óêàçàòü îòêðûòûå ïîäìíî-

æåñòâà òàê, ÷òî

1. X è ∅ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè;

2. îáúåäèíåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì;

3. ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì.

Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì. À èìåííî, òîïîëîãèþ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå çàäàþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà îïðåäåëåííûå â îïðåäå-

ëåíèè 2.20. Òî, ÷òî ýòè îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíî

çàäàþò òîïîëîãèþ (ò.å. äëÿ íèõ âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1) � (3)),

ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.26. Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà çàäàåò òî-

ïîëîãèþ. Åñëè òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàòü íåêîòîðîé ìåòðèêîé,
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òî òàêóþ òîïîëîãèþ íàçûâàþò ìåòðèçóåìîé. Ïðèâåäåì ïðè-

ìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî íåìåò-

ðèçóåìà.

Ïðèìåð 2.55 Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ R ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêî-

ãî. Â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà R îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâà-

ìè ÿâëÿþòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî âè-

äà

R \ {a1, . . . , an},

ãäå n > 0 è a1, . . . , an ∈ R. Äîêàæåì, ÷òî òîïîëîãèÿ Çàðèññêî-

ãî íåìåòðèçóåìà. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê è ñóùåñòâóåò

ìåòðèêà, îïðåäåëÿþùàÿ òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn = n}. (7)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî

ïîäìíîæåñòâà U âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷è-

íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïðèíàäëåæàò ýòîìó îòêðûòîìó

ïîäìíîæåñòâó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ R èìå-

åì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7), íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïîïàäàþò â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè

x è, òàêèì îáðàçîì, xn → x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (7) èìååò ïðåäåëîì êàæäóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà R.
Íî, ñîãëàñíî ëåììå 2.29, â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òàêîå

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà ïðÿ-

ìîé R íåìåòðèçóåìà.

Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ÷àñòî ðàáîòàþò ñ ñåêâåíöèàëü-

íûìè òîïîëîãèÿìè. Çàäàòü ñåêâåíöèàëüíóþ òîïîëîãèþ íà ìíî-

æåñòâå X � ýòî çíà÷èò óêàçàòü ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàX è äëÿ êàæäîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè óêàçàòü åå ïðåäåëû (ïðåäåëîâ ìîæåò áûòü ìíîãî).
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Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû.

(Seq1) Âñÿêàÿ ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn = a} ñõî-
äèòñÿ ê a

(Seq2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê a è {ym}
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, òî {ym}
ñõîäèòñÿ ê a

Òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåò ñåêâåíöèàëüíóþ òîïîëîãèþ. À èìåí-

íî, åñëè X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xn} ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê a, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðû-
òîãî ïîäìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî a, ñóùåñòâóåò N ∈ N òà-

êîé, ÷òî xn ∈ U äëÿ âñåõ n > N . Îäíàêî ðàçíûå òîïîëîãèè ìî-

ãóò îïðåäåëÿòü îäèíàêîâûå ñåêâåíöèàëüíûå òîïîëîãèè (äðó-

ãèìè ñëîâàìè, äëÿ äàííîé ñåêâåíöèàëüíîé òîïîëîãèè ìîãóò

ñóùåñòâîâàòü ðàçíûå òîïîëîãèè, êîòîðûå åå îïðåäåëÿþò).

Äëÿ äàííîé ñåêâåíöèàëüíîé òîïîëîãèè âñåãäà ñóùåñòâóåò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ åå îïðåäåëÿåò. Íà-

ïðèìåð, òàêîé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ, ïî êîòîðîé îòêðûòûìè ÿâ-

ëÿþòñÿ

1. ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî;

2. âñå ïðîñòðàíñòâî X;

3. ïîäìíîæåñòâà A, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ëåæàùåé â X \A, åå ïðåäåë ïðè-
íàäëåæèò X \ A.

Îáû÷íî, êîãäà îïðåäåëÿþò ñåêâåíöèàëüíóþ òîïîëîãèþ, íå ðàñ-

ñìàòðèâàþò òîïîëîãèè, êîòîðûå åå îïðåäåëÿþò; âñå âîïðîñû

ñòàâÿòñÿ è ðåøàþòñÿ â ðàìêàõ ñàìîé ñåêâåíöèàëüíîé òîïîëî-

ãèè.
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2.4 Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå

ϕ : X → X (8)

íàçûâàþò ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α < 1 òàêîå,

÷òî

d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 α d(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X. (9)

Êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ íàçûâàþò íàèìåíü-

øåå α, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (9) (íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî

òàêîå α ñóùåñòâóåò).

Ëåììà 2.56 Âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ñ êî-

ýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ α. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ x ∈ X, ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

ϕ(B(x, δ)) ⊂ B(ϕ(x), ε). (10)

Âîçüìåì δ = ε. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ B(x, ε)) èìååì

d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 αd(x, y) < ε,

è, çíà÷èò, ϕ(y) ∈ B(ϕ(x), ε), ÷òî è äîêàçûâàåò (10). �

Îïðåäåëåíèå 2.57 Òî÷êó x íàçûâàþò íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ (8), åñëè ϕ(x) = x.

Òåîðåìà 2.58 (Ò. Áàíàõà î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ)

Âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : X → X ïîëíîãî ìåò-

ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ

òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ îòîáðà-

æåíèÿ ϕ.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà xϕ ∈ X òàêàÿ,

÷òî ϕ(xϕ) = xϕ. Ðàññìîòðèì ñòåïåíè ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . îòîáðàæåíèÿ

ϕ, ãäå

ϕn : X → X, ϕn(x) = ϕ(ϕ(. . . (ϕ(ϕ︸ ︷︷ ︸
n

(x))) . . .)).

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ X è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

x0, x1 = ϕ(x0), x2 = ϕ2(x0), . . . , xn = ϕn(x0), . . . . (11)

Óòâåðæäåíèå A. Äëÿ ëþáûõ 0 6 n 6 m âûïîëíåíî

d(xn, xm) 6 αnd(x0, ϕ
m−n(x0)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

d(xn, xm) = d(ϕn(x0), ϕm(x0)) 6 αd(ϕn−1(x0), ϕm−1(x0)) 6

α2d(ϕn−2(x0), ϕm−2(x0)) 6 . . . 6 αnd(x0, ϕ
m−n(x0)).

�
Óòâåðæäåíèå B. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (11) ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ìû äîëæíû ïîäîáðàòü N ∈ N òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ xn
è xm, ãäå n,m > N áûëî âûïîëíåíî

d(xn, xm) < ε. (12)
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Äëÿ 1 6 n 6 m, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A è óòâåðæäåíèå

çàäà÷è 2.69, èìååì

d(xn, xm) 6 αnd(x0, ϕ
m−n(x0)) 6

αn(d(x0, ϕ(x0)) + d(ϕ(x0), ϕ2(x0))+

. . .+ d(ϕm−n−1(x0), ϕm−n(x0))) 6

αn(d(x0, ϕ(x0)) + αd(x0, ϕ(x0)) + . . .+ αn−m−1d(x0, ϕ(x0))) =

αn(1 + α + . . .+ αn−m−1)d(x0, ϕ(x0)) < αn
1

1− α
d(x0, ϕ(x0))

(13)

Áåðåì òåïåðü N òàê, ÷òîáû αN 1
1−αd(x0, ϕ(x0)) < ε. Èç (13) ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ òàêîãî N âûïîëíåíî (12). �
Èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

B, (11) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, ñëåäóåò, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (11) ñõîäèòñÿ. Ïóñòü xϕ � ïðåäåë ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (11). Èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ â ëåììå 2.56 íåïðåðûâ-

íîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ, ïîëó÷àåì

ϕ(xϕ) = ϕ
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
ϕ(xn) = lim

n→∞
xn+1 = xϕ

è, òàêèì îáðàçîì, xϕ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæå-

íèÿ ϕ.

Äîêàæåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà. Ïóñòü x, y

� íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ϕ. Òîãäà

d(x, y) = d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 αd(x, y),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d(x, y) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x = y. �

Çàìå÷àíèå 2.59 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áàíàõà êîíñòðóê-

òèâíî, ò.å. äàåò àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíîé
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òî÷êè. À èìåííî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X è ïî-

ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (11). Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåïî-

äâèæíîé òî÷êå xϕ. Áîëåå òîãî, èç ïîëó÷åííîé ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû Áàíàõà îöåíêè (13) â ïðåäåëå ïðè m→∞
ïîëó÷àåì

d(xn, xϕ) < αn
1

1− α
d(x0, ϕ(x0)).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ïðèáëèçèòåëüíî (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ε) íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó xϕ, òî ìîæíî âçÿòü

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X è íàéòè n òàêîå, ÷òî

αn
1

1− α
d(x0, ϕ(x0)) 6 ε.

È òîãäà xn ïðèáëèçèòåëüíî (ñ òî÷íîñòüþ äî ε) ðàâíà xϕ.

Ðàññìîòðèì ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿ-

çàòåëüíî ïîëíûõ) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ çàäà÷è 2.112, ñðåäè ýòèõ îòîáðàæåíèé åñòü òàêèå, ó

êîòîðûõ åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè, è òàêèå, ó êîòîðûõ íåò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê.

Ëåììà 2.60 1. Ó âñÿêîãî ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñó-

ùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2. Ïóñòü ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : X → X èìååò

íåïîäâèæíóþ òî÷êó xϕ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X
èìååì

xϕ = lim
n→∞

ϕn(x0). (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü x, y � íåïîäâèæíûå òî÷êè ñæè-

ìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ϕ. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî x = y.

Èìååì

d(x, y) = d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 αd(x, y),
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ãäå α � êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî d(x, y) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x = y.

(2) Èìååì

d(xϕ, ϕ
n(x0)) = d(ϕ(xϕ), ϕ(ϕn−1(x0))) 6

αd(xϕ, ϕ
n−1(x0)) 6 . . . 6 αnd(xϕ, x0)→ 0

ïðè n→∞, ÷òî è äîêàçûâàåò (14). �

Ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Áàíàõà î ñæèìàþùèõ îòîáðà-

æåíèÿõ

Çäåñü ìû ïîêàæåì êàê ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó Áàíàõà î

ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ çàäà÷. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâîäèìûå íàìè ðåøåíèÿ íå

îïòèìèçèðîâàíû ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ; îíè òîëüêî

ïîêàçûâàþò êàê â ïðèíöèïå ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó Áàíàõà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà.

Çàäà÷à 1. Äàí îòðåçîê [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

f : [a, b]→ [a, b]

òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî α < 1 âûïîëíåíî

|f ′(x)| 6 α äëÿ âñåõ x ∈ [a, b].

Òðåáóåòñÿ íà îòðåçêå [a, b] íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x) = x.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñíà÷àëà íåîáõîäèìî çàìåòèòü ñëå-

äóþùåå.

Ëåììà 2.61 Â ñèòóàöèè, îïèñàííîé â çàäà÷å 1, ðàññìîòðèì

îòðåçîê [a, b] êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íîé ìåò-

ðèêîé. Òîãäà f (êàê îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà)

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.



68 2.4 Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x′, x′′ ∈ [a, b]. Ïî

òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [x′, x′′] òàêàÿ, ÷òî

f(x′)− f(x′′) = f ′(c)(x′ − x′′)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|f(x′)− f(x′′)| = |f ′(c)(x′ − x′′)| = |f ′(c)||x′ − x′′| 6 α|x′ − x′′|.

�
Òåïåðü, ïî òåîðåìå Áàíàõà, ðåøåíèå çàäà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ íåïî-

äâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ñ

ëþáîé òî÷íîñòüþ, äåéñòâóÿ òàê, êàê óêàçàíî â çàìå÷àíèè 2.59.

Ïðîèëëþñòðèðóåì óêàçàííûé âûøå ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è

1 íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.62 Íà îòðåçêå [−1, 1] íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

cos(x) = x (15)

ñ òî÷íîñòüþ äî 0.01.

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 1 ïðè [a, b] = [−1, 1], f(x) =

cos(x) è

α = max
−16x61

| cos′(x)| = max
−16x61

| sin(x)| = sin(1).

Äåéñòâóÿ òàê êàê îïèñàíî â çàìå÷àíèè 2.59 áåðåì x0 = 1 è,

èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, íàõîäèì, ÷òî

αn
1

1− α
|1− cos(1)| 6 0.01

ïðè n = 33. Ñëåäîâàòåëüíî,

(cos)33(1) ≈ 0.739

ñ òî÷íîñòüþ äî 0.01 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15)
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Çàäà÷à 2. Íà îòðåçêå [a, b] äàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ F (x) òàêàÿ, ÷òî

F (a) < 0, F (b) > 0,

è ñóùåñòâóþò α1, α2 òàêèå, ÷òî

0 < α1 6 F ′(x) 6 α2 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b].

Òàêèì îáðàçîì, F (x) ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ ïðè x = a, ñòðîãî

áîëüøå íóëÿ ïðè x = b è ïðè ýòîì ñòðîãî âîçðàñòàåò (ïîñëåä-

íåå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà 0 < α1 6 F ′(x)). Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) íà [a, b] ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýòó òî÷êó.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåé. À èìåííî, ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) := x− λF (x),

ãäå λ > 0. Òîãäà

F (x) = 0 ⇐⇒ f(x) = x.

Îñòàëîñü ïîäîáðàòü λ òàê, ÷òîáû äëÿ f(x) áûëè âûïîëíåíû

ïðåäïîëîæåíèÿ çàäà÷è 1. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî âçÿòü λ òàêèì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî

1− λα2 > 0. (16)

Äåéñòâèòåëüíî,

f ′(x) = (x− λF (x))′ = 1− λF ′(x)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

1− λα2 6 f ′(x) 6 1− λα1.
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Îòñþäà è èç (16) ïîëó÷àåì

0 < 1− λα2 6 f ′(x) 6 1− λα1 =: α < 1 (17)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|f ′(x)| 6 α < 1 äëÿ âñåõ t ∈ [a, b].

Íàêîíåö, òàê êàê f(x) âîçðàñòàåò íà [a, b] (ýòî ñëåäóåò èç (17)),

f(a) = a− λF (a) > a è f(b) = b− λF (b) < b,

òî f îòîáðàæàåò îòðåçîê [a, b] íà ñåáÿ.

Ïðèìåð 2.63 Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (x) = x5 +x3 + 4x+ 1

íà îòðåçêå [−1, 1]. Èìååì

F (−1) = −5 < 0, F (1) = 7 > 0.

Êðîìå òîãî,

0 < 4 = α1 6 F ′(x) = 5x4 + 3x2 + 4 6 12 = α2

äëÿ âñåõ x ∈ [a, b].

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [−1, 1] ìíîãî÷ëåí F (x) ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèå 0 â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Íàéäåì ýòó òî÷êó ñ

òî÷íîñòüþ äî 0.01.

Ðàññìîòðèì f(x) = x− λF (x), ãäå λ âîçüìåì òàê, ÷òîáû

áûëî âûïîëíåíî (16). Íàïðèìåð, âîçüìåì λ = 1
15
. Òîãäà

f(x) =
1

15
(−x5 − x3 + 11x− 1)

è

|f ′(x)| 6 α = 1− λα1 =
11

15
.
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Áåðåì x0 = 0 è, èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, íàõîäèì, ÷òî

αn
1

1− α
|x0 − f(x0)| = 1

4

(
11

15

)n
6 0.01

ïðè n = 11. Ñëåäîâàòåëüíî,

f 11(0) ≈ −0.239

ñ òî÷íîñòüþ äî 0.01 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = x è òåì

ñàìûì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x) = 0.

2.5 Ìåòðèêà Õàóñäîðôà

Ôèêñèðóåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d), ïðî êîòîðîå ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íåì èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàåòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü. Äëÿ âîïðîñîâ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

â ýòîì ïàðàãðàôå, îñíîâíûì ïðèìåðîì òàêîãî ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ (Rn, d2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî

íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ â X.

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì íà X ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ρ òàê,

÷òîáû ìíîæåñòâî X ñ ýòîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ áûëî ìåòðè-

÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Êàçàëîñü áû, ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè A,B ∈ X äîëæíî áûòü

òàêèì:

ρ(A,B) := inf
a∈A
b∈B

d(a, b). (18)

Îäíàêî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íå óäîâëåòâî-

ðÿåò àêñèîìàì (Metr1) è (Metr3) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (çà-

äà÷à 2.116).
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Ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâà-

ìè A, B ∈ X ñëåäóþùåå:

ρH(A,B) := max

{
sup
a∈A

{
inf
b∈B

d(a, b)

}
, sup
b∈B

{
inf
a∈A

d(a, b)

}}
. (19)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèé. Âîçü-

ìåì ïîäìíîæåñòâîA è äëÿ ε > 0 ðàññìîòðèì åãî ε-îêðåñòíîñòü,

ò.å.,

B(A, ε) := {x ∈ X | d(x, a) < ε äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A}.

Èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 2.83 è îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà B

ñëåäóåò, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A ñîäåðæèò B äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ ε; ïóñòü εA � íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ ε. Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëèì εB êàê íèæíþþ ãðàíü òàêèõ ε, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü

ìíîæåñòâà B ñîäåðæèò A. Òåïåðü ðàññòîÿíèå ρH(A,B) îïðåäÿ-

åòñÿ êàê ìàêñèìóì εA è εB.

Òåîðåìà 2.64 Ìíîæåñòâî X ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ (19) ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåííóþ âûøå ìåòðèêó ρH íà ìíîæåñòâå X íàçûâàþò

ìåòðèêîé Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 2.65 Ìíîæåñòâî X íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè-

÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ â X ïîëíî ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An ∈ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êî-

øè. Ïîëîæèì

B := {x ∈ X | ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî

B(x, ε) ∩ An = ∅ äëÿ ïî÷òè âñåõ n}.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî B îòêðûòî è, ñëåäîâàòåëüíî,

A = X \B

çàìêíóòî. Ïðîâåðêó òîãî, ÷òîA íåïóñòî, îãðàíè÷åíî è limAn =

A ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ. �

Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ïðî-

ñòðàíñòâà X â ñëó÷àå, êîãäà X = Rn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé

d2.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè f1, . . . , fm ∈ Rn è ÷èñëî

k > 1. Äëÿ òî÷êè a ∈ Rn îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî:

ϕf1,...,fm,k(a) :={
a1, . . . , am | ai ∈ [a, fi], ïðè÷åì

d2(fi, a)

d2(fi, ai)
= k

}
.

a
•

f1 •

a1

•

f2
•

a2 •

f3

•

a3

•
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ϕ(a) = {a1, a2, a3}

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Φ = Φf1,...,fm,k : X → X , Φ(A) =
⋃
a∈A

ϕf1,...,fm,k(a).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ

ñæèìàþùèì.

Ïðèìåð 2.66 Ðàññìîòðèì ñëó÷àé X = R, f1 = 0, f2 = 1,

k = 3. Ïóñòü Φ � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî

îïèñàííîìó âûøå ñïîñîáó. Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåïî-

äâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Φ, óêàçàâ åå ÿâíî. À èìåííî,

íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòîå

êàíòîðîâî ìíîæåñòî.

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ñíà÷àëà èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ñëåäóþùèå çàìêíóòûå

ïîäìíîæåñòâà íà ïðÿìîé R:

C0 :
0 1

,

C1 :
0
3

1
3

2
3

3
3 ,

C2 :
0
9

1
9

2
9

3
9

6
9

7
9

8
9

9
9 ,

è ò.ä.

Òàê êàê Cn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îò-

ðåçêîâ, òî îíî çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå

C :=
⋂
n>0

Cn

çàìêíóòî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî x ïðèíàäëåæèò

C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà x èìå-

åò âèä

x = 0, x1x2x3x4 . . . , ãäå xn 6= 1 äëÿ âñåõ n.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ϕ(0, x1x2x3x4 . . .) = {0, 0x1x2x3x4 . . . , 0, 2x1x2x3x4 . . .},
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(C) = C. Òàêèì îáðàçîì, êàíòîðîâî

ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ

Φ.

Ïîñòðîåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Φ � êàíòî-

ðîâî ìíîæåñòâî C � ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì.

Ïðèìåð 2.67 X = R2, f1, f2, f3 � ïðîèçâîëüíûå òðè òî÷êè,

íå ëåæàùèå íà ïðÿìîé, N = 2. Íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîá-

ðàæåíèÿ Φf1,f2,f3,2 ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê Ñåðïèíñêîãî.

Àíàëîãè÷íî ìíîãèå äðóãèå èçâåñòíûå ôðàêòàëû ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê íåïîäâèæíûå òî÷êè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Õîðîøèì ââåäåíèåì â òåîðèþ ôðàêòàëîâ ÿâëÿåòñÿ êíèãà

[BP].

2.6 Çàäà÷è

Çàäà÷à 2.68 Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(X, d) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíî

|d(x, y)− d(x, z)| 6 d(y, z).

Çàäà÷à 2.69 Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(X, d) äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî n-

óãîëüíèêà

d(x1, xn) 6 d(x1, x2) + d(x2, x3) + . . .+ d(xn−1, xn).

Çàäà÷à 2.70 Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(X, d) äëÿ ëþáûõ x, y, u, z ∈ X âûïîëíåíî

|d(x, y)− d(u, z)| 6 d(x, u) + d(y, z).
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Çàäà÷à 2.71 Äîêàæèòå, ÷òî R ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

d(x, y) = (x− y)2

íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.72 Â ïðîñòðàíñòâå (Rn, dp) íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ:

1. d1((2, 2, 5, 9), (0,−3, 4, 7));

2. d4((1, 2, 0), (0, 2, 3));

3. d∞((1, 1, 1, 1), (1,−1, 1,−1)).

Çàäà÷à 2.73 Â ïðîñòðàíñòâå `p íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ:

1. d1((1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . .), (0, 0, 0, . . .));

2. d∞((−1, 1, 0, 0, 0, . . .), (0, 0, 8, 0, 0, 0, . . .));

3. d2((−1, 1, 0, 0, 0, . . .), (1
2
, 1

22
, 1

23
, 1

24
, . . .)).

Çàäà÷à 2.74 Â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 2] íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ:

(1) d(t2, t); (2) d(|t|, t
2
).

Çàäà÷à 2.75 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå øàð ìåíüøåãî ðàäèóñà ñîäåðæèòñÿ â øàðå áîëüøå-

ãî ðàäèóñà ñ òåì æå öåíòðîì, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ìî-

æåò áûòü íåñòðîãèì.

2. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå øàð ìåíüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ñòðîãî ñîäåðæàòü

øàð áîëüøåãî ðàäèóñà.

Çàäà÷à 2.76 Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:
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1. èç d(x, x′) > r + r′ ñëåäóåò B(x, r) ∩B(x′, r′) = ∅;

2. èç d(x, x′) < r + r′, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò B(x, r) ∩
B(x′, r′) 6= ∅ (ïðèâåäèòå ïðèìåð);

3. èç r > d(x, x′) + r′ ñëåäóåò B(x, r) ⊃ B(x′, r′).

Çàäà÷à 2.77 Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íà

X ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ

δ(x, y) := f(d(x, y)),

ãäå

f : [0,∞)→ [0,∞)

� ðàâíàÿ íóëþ â íóëå, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, âîãíóòàÿ ôóíê-

öèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿ-

íèÿ δ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.78 Íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ

d(n,m) :=

{
0, åñëè n = m,

1 + 1
n+m

, åñëè n 6= m.

Äîêàæèòå, ÷òî N ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.79 (Ìåòðèêà Õåììèíãà) Ïóñòü A � íåêîòîðûé

àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà áóêâ, An �

ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n íàä àëôàâèòîì A. Îïðåäåëèì ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè

d((a1, a2, . . . , an), (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n)) =

{÷èñëî ïîçèöèé i, íà êîòîðûõ ai 6= a′i}.
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Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî An ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàññòî-

ÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.80 Ïóñòü A � íåêîòîðûé àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà áóêâ, A∗ � ìíîæåñòâî ñëîâ êîíå÷íîé

äëèíû íàä àëôàâèòîì A. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñëîâàìè èç A∗:

• óäàëåíèå ñ ïðîèçâîëüíîãî ìåñòà îäíîé áóêâû;

• äîáàâëåíèå íà ïðîèçâîëüíîå ìåñòî îäíîé áóêâû;

• çàìåíà íà ïðîèçâîëüíîì ìåñòå îäíîé áóêâû íà äðóãóþ

áóêâó.

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñ-

ëî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæ-

íî îäíî ñëîâî ïðåîáðàçîâàòü â äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî A∗ ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåò-

ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.81 Ïóñòü 1 6 p < q. Äîêàæèòå, ÷òî `p ⊂ `q.

Çàäà÷à 2.82 Â øàðå B((0, 0, 0, . . .), 1) ⊂ `2 ðàçìåñòèòå ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî øàðîâ ðàäèóñà 1
3
.

Çàäà÷à 2.83 Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà X îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî A ⊂ B(x, r).

Çàäà÷à 2.84 Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.
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Çàäà÷à 2.85 Íàðèñóéòå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè, êîòîðóþ

çàïîëíÿþò ãðàôèêè ôóíêöèé èç:

(1) BC[0,1](t, 1); (2) Bc
C[0,1](t, 1); (3) BC[0,1](t

2, 1).

Çàäà÷à 2.86 Âåðíî ëè, ÷òî ãðàôèê âñÿêîé ôóíêöèè èç øàðà

BC[0,2](−t2 + 2t, 4) ëåæèò íèæå ïðÿìîé y = t+ 5?

Çàäà÷à 2.87 Âåðíî ëè, ÷òî ãðàôèê âñÿêîé ôóíêöèè èç øàðà

BC1[0,1](0, 1) ëåæèò íèæå ïðÿìîé y = 10?

Çàäà÷à 2.88 Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî{
f ∈ C[0, 1]

∣∣∣∣ f äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, 1], f(0) = 0,

|f ′(t)| 6 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]

}
⊂ C[0, 1]

îãðàíè÷åíî.

Çàäà÷à 2.89 Äîêàæèòå, ÷òî â äèñêðåòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è

çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2.90 Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è

çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2.91 Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî

{f(t) ∈ C[a, b] | f(t) < A äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]} ⊂ C[a, b]

îòêðûòî.

Çàäà÷à 2.92 Äîêàæèòå, ÷òî â `p, ãäå p > 1 èç ñõîäèìîñòè

âûòåêàåò ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü, ò.å.

(x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . .)→ (x1, x2, . . .) =⇒ x

(n)
i → xi äëÿ êàæäîãî i.
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Çàäà÷à 2.93 Äîêàæèòå, ÷òî:

1. ïðè n > 2 ýëåìåíòû

an =

(
1

n
,

1

n2
,

1

n3
, . . .

)
, bn = (0, . . . , 0,

n

1, 0, . . .) ∈ RN

ëåæàò â `2;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ â `2 ê (0, 0, 0, . . .);

3. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} íå ñõîäèòñÿ â `2 (õîòÿ ïîêîîð-

äèíàòíî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê (0, 0, 0, . . .)).

Çàäà÷à 2.94 Íà ïðèìåðå ïîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå çàìûêàíèå îòêðûòîãî øàðà ìîæåò íå ñîâïàäàòü

ñ çàìêíóòûì øàðîì ñ òåì æå öåíòðîì è òîãî æå ðàäèóñà.

Çàäà÷à 2.95 Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî:

(1) A = A; (2) åñëè A ⊂ B, òî A ⊂ B;

(3) A ∪B = A ∪B; (4) A ∩B ⊂ A ∩B.

Çàäà÷à 2.96 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ôóíêöèÿ

Fn : `2 → R, (x1, x2, . . .) 7→ xn

íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à 2.97 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ [a, b] ôóíêöèÿ

F : C[a, b]→ R, f(t) 7→ f(t0)

íåïðåðûâíà íà C[a, b].
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Çàäà÷à 2.98 Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈
X. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

F : X → R, x 7→ d(x, x0)

íåïðåðûâíà íà X.

Çàäà÷à 2.99 Çàìêíóòû ëè â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] ñëåäóþùèå

ïîäìíîæåñòâà:

1. ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, ãäå n > 0;

2. ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå n, ãäå

n > 0;

3. ïîäìíîæåñòâî P [0, 1] ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïå-

íè?

Çàäà÷à 2.100 Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà: íåïðåðûâ-

íàÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ íà âñÿêîì êîì-

ïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åíà è

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé è âåðõíåé ãðàíè

Çàäà÷à 2.101 Äîêàæèòå, ÷òî ãèëüáåðòîâ êèðïè÷

W =

{
(x1, x2, . . .) ∈ `2 | |xn| 6

1

n
äëÿ âñåõ n > 1

}
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îãðàíè÷åííûì êîìïàêòíûì ïîäìíîæå-

ñòâîì â `2.

Çàäà÷à 2.102 Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç

êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà îòêðûò.
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Çàäà÷à 2.103 Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáðàç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà

îòêðûò?

Çàäà÷à 2.104 Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáðàç çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà

çàìêíóò?

Çàäà÷à 2.105 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæå-

íèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíî-

æåñòâà êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 2.106 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà X ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

d(A,B) = |A∆B|, ãäå A,B ⊂ X − êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà,

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2.107 Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìåò-

ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíî êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2.108 Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ïîëíî.

Çàäà÷à 2.109 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíî ïî êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ â ïðè-

ìåðå 2.14 ìåòðèê.

Çàäà÷à 2.110 Îáðàç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ïðè íåïðå-

ðûâíîì îòîáðàæåíèè.
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1. Íà ïðèìåðå ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðà-

æåíèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè ìîæåò ïåðåéòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ

íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ïîëíîãî

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïåðåõîäèò â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Êîøè.

Çàäà÷à 2.111 Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà

{(x1, x2, x3, . . .) | xn = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ n} ⊂ `p,

ãäå p > 1 ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì `p.

Çàäà÷à 2.112 Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (0, 1) êàê ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî:

1. îòîáðàæåíèå

ϕ : (0, 1)→ (0, 1), ϕ(x) =
1

4
(2x+ 1)

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó;

2. îòîáðàæåíèå

ψ : (0, 1)→ (0, 1), ψ(x) =
1

2
x

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è íå èìååò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Çàäà÷à 2.113 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ : X → X � ñæè-

ìàþùåå îòîáðàæåíèå, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N îòîáðàæåíèå

ϕn : X → X ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.
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Çàäà÷à 2.114 Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R2 ñî

ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : R2 → R2,

(
x

y

)
7→
(y

2

x

)
íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, íî îòîáðàæåíèå ϕn ÿâëÿåòñÿ ñæè-

ìàþùèì äëÿ âñåõ n > 1.

Çàäà÷à 2.115 Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [1,∞)

ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : [1,∞)→ [1,∞), ϕ(x) =
x

2
+

1

x

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Çàäà÷à 2.116 Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè-

÷åì èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàåòåëüíîñòè â X ìîæíî

âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è X � ìíîæå-

ñòâî íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â X.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ (18) íà ìíîæåñòâå X
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (Metr2), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëå-

òâîðÿåò àêñèîìàì (Metr1) è (Metr3) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàäà÷à 2.117 Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòðâå X = R ñî ñòàí-

äàðòíîé ìåòðèêîé íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà ρH(A,B)

äëÿ ñëåäóþùèõ A,B ∈ X :

1. A = [0, 1], B = [2, 3];

2. A = {1, 2, 5, 9, 17}, B = {2, 38, [3, 4]}.

Çàäà÷à 2.118 Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòðâå X = R2 ñî ñòàí-

äàðòíîé ìåòðèêîé íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà ρH(A,B)

äëÿ ñëåäóþùèõ A,B ∈ X :
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1. A = {(0, 0)}, B = {(2, 3), (−1,−2)};

2. A = {(2, 1), (3, 4)}, B = {(0, 1), (1,−3)};

3. A = {(x, y) | x2 + y2 = 4}, B = {[(0, 1), (1, 0)]}.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

2.68. Íåðàâåíñòâî èç ýòîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðà-

âåíñòâàì: d(x, y)−d(x, z) 6 d(y, z) è d(x, y)−d(x, z) > −d(y, z)

êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

2.69. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíè-

êà, èìååì: d(x1, xn) 6 d(x1, x2)+d(x2, xn) 6 d(x1, x2)+d(x2, x3)+

d(x3, xn) 6 . . . 6 d(x1, x2) + . . .+ d(xn−1, xn).

2.70. Íåðàâåíñòâî èç ýòîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðà-

âåíñòâàì: d(x, y)−d(u, z) 6 d(x, u)+d(y, z) è−(d(x, y)−d(u, z)) 6
d(x, u)+d(y, z) êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü íåðàâåíñòâî 4-óãîëüíèêà.

2.71. Äëÿ òî÷åê 0, 1 è 2 íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-

íèêà.

2.75. (1). Äëÿ r < R èìååì B(a, r) = {x | d(a, x) < r} ⊆ {x |
d(a, x) < R} = B(a,R). Âêëþ÷åíèå áóäåò íåñòðîãèì â ñëó÷àå

äèñêðåòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ øàðîâ ñ öåíòðîì

â ëþáîé òî÷êå è ðàäèóñîâ r < R 6 1 .

(2). X = (0, 6) ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì, B(5, 4) $ B(3, 3).

2.76. (1). Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè y ∈ B(x, r) ∩ B(x′, r′), òî

d(x, x′) 6 d(x, y) + d(y, x′) < r + r′ � ïðîòèâîðå÷èå.

(2). Â äèñêðåòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x 6= x′ èìååì d(x, x′) = 1 < 2
3

+ 2
3
, íî B(x, 2

3
)∩B(x, 2

3
) = ∅.

(3). Åñëè y ∈ B(x′, r′), òî d(y, x) 6 d(y, x′) + d(x′, x) < r′ +

d(x′, x) < r è, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ B(x, r).
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2.77. Î÷åâèäíî, äëÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ δ âûïîëíåíû ïåð-

âûå äâå àêñèîìû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íàì îñòàëîñü äî-

êàçàòü, ÷òî âûïîëíåíà òðåòüÿ àêñèîìà, ò.å., íåðàâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêà f(d(x, y)) + f(d(y, z)) > f(d(x, z)). Ïîëîæèì a =

d(x, y), b = d(y, z), c = d(x, z); òîãäà a + b > c (ïî íåðàâåíñòâó

òðåóãîëüíèêà) è ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî f(a) + f(b) > f(c).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c > a, b. Òàê êàê ôóíêöèÿ f âîãíóòà è

f(0) = 0, òî f(a) > a
c
f(c) è f(b) > b

c
f(c). Ñëîæèâ ýòè íåðàâåí-

ñòâà, ïîëó÷àåì f(a) + f(b) > a
c
f(c) + b

c
f(c) = a+b

c
f(c) > f(c).

2.78. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó 1+
1

n+m
6 2 + 1

n+k
+ 1

k+m
, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî î÷åâèäíà.

2.79. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c), ãäå a, b, c ∈ An. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî
íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ïîçèöèé, íà êîòîðûõ a îòëè-

÷àåòñÿ îò c, íå áîëüøå ÷åì ÷èñëî ïîçèöèé, íà êîòîðûõ a îòëè-

÷àåòñÿ îò b, ïëþñ ÷èñëî ïîçèöèé, íà êîòîðûõ a îòëè÷àåòñÿ îò

b. Íî ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê åñëè a îòëè÷àåòñÿ îò c íà íåêîòî-

ðîé ïîçèöèè, òî íà ýòîé ïîçèöèè èëè a îòëè÷àåòñÿ îò b èëè b

îòëè÷àåòñÿ îò c.

2.80. Ìíîæåñòâî A∗ ñ îïèñàííîé â óñëîâèè çàäà÷è ôóíêöè-
åé ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê

îíî ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, îïèñàííûì â ïðè-

ìåðå 2.13. À èìåííî, â ýòîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå âåðøèí ãðàôà

Γ âîçüìåì ñëîâà èç A∗, ïðè÷åì äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåá-

ðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíó âåðøèíó-ñëîâî ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü â äðóãóþ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

2.81. Ïóñòü x = (x1, x2, . . .) ∈ `p, ò.å. ðÿä
∑∞

n=1 |xn|p ñõî-

äèòñÿ. Òîãäà, ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ñõîäèìîñòè, |xn| < 1

ïðè n > N , ãäå N ∈ N. Ïîñêîëüêó p < q, òî |xn|q < |xn|p ïðè
n > N è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∑∞
n=1 |xn|q ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ è, çíà÷èò, x ∈ `q.
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2.82. B((2
3
, 0, 0, . . .), 1

3
), B((0, 2

3
, 0, . . .), 1

3
), . . .

2.83. Äîñòàòî÷íîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî â çàäà÷å óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè ïîäìíîæåñòâà A î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõî-

äèìîñòü. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øà-

ðå B(a,R). Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äëÿ ëþáîãî x ∈ X
èìååì A ⊂ B(x, d(a, x) +R).

2.84. Ïóñòü xn → a. Òîãäà ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d(a, xn) îãðàíè÷åíà, d(a, xn) < C. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ëåæèò â øàðå B(a, C) è,

çíà÷èò, îãðàíè÷åíà.

2.86. Äà.

2.87. Íåò.

2.88. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å ìíî-

æåñòâî íåîãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò f ∈ C[0, 1] òàêàÿ, ÷òî

f(0) = 0, |f ′(t)| 6 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] è f(t0) > 2, ãäå t0 ∈
[0, 1]. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f , îïðåäåëåí-

íîé íà îòðåçêå [0, t0], ñóùåñòâóåò t1 ∈ [0, t0] òàêàÿ, ÷òî f ′(t1) =
f(t0)−f(0)

t0−0
> 2. Ïðîòèâîðå÷èå.

2.89. Ïóñòü X � äèñêðåòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è

A ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà A = ∪a∈AB(a, 1) ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòî.

Òàê êàê X \A îòêðûòî (ïî ïðåäûäóùåìó), òî A = X \ (X \A)

çàìêíóòî.

2.90. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂
X � ïîäìíîæåñòâî. Ïîëîæèì d = minx,y∈X,x6=y d(x, y). Òîãäà

A = ∪a∈AB(a, d) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ïîäìíî-

æåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòî. Òàê êàê X \ A îòêðûòî (ïî

ïðåäûäóùåìó), òî A = X \ (X \ A) çàìêíóòî.

2.91. Ïóñòü Y � ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å ïîäìíîæåñòâî.

Äëÿ f ∈ Y ïîëîæèì d(f) = inft∈[a,b](A−f(t)). ßñíî, ÷òî d(f) >

0 äëÿ ëþáîé f ∈ Y . Òåïåðü èìååì: Y = ∪f∈YB(f, d(f)) ÿâëÿ-
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åòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî,

îòêðûòî.

2.92. Åñëè (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . .) → (x1, x2, . . .) â `

p, òî
∑∞

i=1 |x
(n)
i −

xi|p → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x
(n)
i → xi äëÿ êàæäîãî i.

2.94. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå X, ñî-

äåðæàùåì íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà B(x, 1) = {x} 6=
Bc(x, 1) = X äëÿ ëþáîé x ∈ X.

2.95.(1). A = {íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåð-

æàùåå A } = A.

(2). A = {íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæà-

ùåå A} ⊂ {íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå

B} = B.

(3). Ñ îäíîé ñòîðîíû, A∪B = {íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîä-

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A} ∪ {íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå B} ⊃ A ∪B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A ∪ B =

(A ∩ (A ∪B)) ∪ (B ∩ (A ∪B)) ⊂ A ∪B.
(4). Òàê êàê A∩B çàìêíóòî è A∩B ⊃ A∩B, òî A∩B ⊃

A ∩B.
2.96. Äëÿ x0 = (x0

1, x
0
2, . . .) ∈ `2, ε > 0 èìååì Fn(B(x0, ε)) ⊂

B(x0
n, ε), îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü.

2.97. Äëÿ f ∈ C[a, b], ε > 0 èìååì F (B(f, ε)) ⊂ B(f(t0), ε),

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü.

2.98. Äëÿ x ∈ X, ε > 0 èìååì F (B(x, ε)) ⊂ B(d(x, x0), ε),

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü.

2.99.(1). Íåò.

(2). Äà.

(3). Íåò.

2.100. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y ⊂ X �

êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà X.

Ïîëîæèì M = supy∈Y F (y) è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{yn} ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà Y òàêóþ, ÷òî F (yn)→M . Â ñè-

ëó êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâà Y ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî yn →
y0 ∈ Y . Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F â òî÷êå y0 âûòåêàåò, ÷òî

F (yn) → F (y0), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà

Y è äîñòèãàåò íà Y ñâîåé âåðõíåé ãðàíè. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî F îãðàíè÷åíà ñíèçó íà Y è äîñòèãàåò íà Y ñâîåé

íèæíåé ãðàíè.

2.103. Íåò. Ïðè îòîáðàæåíèè f : R → R, x 7→ sin(x) îòêðû-

òîå ïîäìíîæåñòâî R ïåðåõîäèò â ïîäìíîæåñòâî [−1, 1], êîòîðîå

íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

2.104. Íåò. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f : (0, 1) →
R, x 7→ x çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî (0, 1) ïåðåõîäèò â ïîäìíî-

æåñòâî (0, 1), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

2.105. Ïóñòü ϕ : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è

A ⊂ X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî; ìû äîëæíû äîêàçàòü

êîìïàêòíîñòü îáðàçà ϕ(A) ⊂ Y . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {yi} ⊂ ϕ(A). Äëÿ êàæäîãî yi âûáåðåì ai ∈ ϕ−1(yi) ∩ A è

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} ⊂ A, èç êîòîðîé, â ñèëó

êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâà A, ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ain}. Òîãäà {yin = ϕ(ain)} áóäåò ñõî-

äÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}.
2.106. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íàáëþäå-

íèÿ, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {An} ñòàáèëèçèðó-
åòñÿ (ò.å.AN = AN+1 = . . . äëÿ íåêîòîðîãîN) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäèòñÿ.

2.107. Ïóñòü Y ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà X.

Äîïóñòèì, ÷òî Y ïîëíî êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è äî-

êàæåì, ÷òî Y çàìêíóòî â X. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂
Y ñõîäèòñÿ â X ê x ∈ X; ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî x ∈ Y .

Òàê êàê {yn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â Y , òî èç
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íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â Y ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäåë ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèíàä-

ëåæèò Y , à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâïàäàåò ñ x è òàêèì îáðàçîì

x ∈ Y .
Äîïóñòèì, ÷òî Y çàìêíóòî â X è äîêàæåì, ÷òî Y ïîë-

íî. Ïóñòü {yn} ⊂ Y � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â Y . Òîãäà

{yn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â X. Ñëåäîâàòåëüíî,

èç {yn} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òàê êàê Y çàìêíóòî, òî ïðåäåë ýòîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò Y è, çíà÷èò, ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ â Y .

2.108. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íàáëþäå-

íèÿ, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùåì èç êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà òî÷åê, âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñòàáèëè-

çèðóåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ.

2.110.(1). Ïðè îòîáðàæåíèè ϕ : (0, 1]→ [1,∞), x 7→ 1
x
ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè xn = 1
n
ïåðåõîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{n}, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

(2). Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ϕ : X →
Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è {xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Êîøè. Òàê êàê X ïîëíîå, òî xn → x è èç íåïðåðûâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ ϕ ñëåäóåò, ÷òî ϕ(xn) → ϕ(x). Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(xn)} ñõîäèòñÿ è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

2.111. Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ `p èìååì
(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)→ x ïðè n→∞.

2.116. Âûïîëíåíèå àêñèîìû (Metr2) î÷åâèäíî. Àêñèîìà (Metr1)

íå âûïîëíåíà äëÿ X = R è ïîäìíîæåñòâ [0, 1], [1, 2]. Àêñèîìà

(Metr3) íå âûïîëíåíà äëÿX = R è ïîäìíîæåñòâ [0, 1], [1, 2], [2, 3].

2.117.(1). 2.
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(2). 11.

2.118.(1).
√

13.

(2). 3
√

2.

(3).
√

9
2

+ 2
√

2.
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3 Òåîðèÿ ìåðû

3.1 Ñèãìà-àëãåáðû

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è 2X � ìíîæåñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïîäìíîæåñòâî F ⊂ 2X íàçûâàþò σ-àë-

ãåáðîé (ñèãìà-àëãåáðîé) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, åñëè

• ∅ è X (êàê ïîäìíîæåñòâî ñàìîãî ñåáÿ) âõîäÿò â F ;

• äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà A èç F åãî äîïîëíåíèå X \A
âõîäèò â F ;

• îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíî-

æåñòâà ïîäìíîæåñòâ èç F âõîäèò â F .

Èíîãäà σ-àëãåáðû íàçûâàþò σ-ïîëÿìè. Ìíîæåñòâî ñ ôèêñè-

ðîâàííîé σ-àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ íàçûâàþò èçìåðèìûì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà X, òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈ F èõ ðàçíîñòü A\B
è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A∆B âõîäÿò â F . Î÷åâèäíî, ÷òî

- ñàìîé ìàëåíüêîé σ-àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðà {∅, X},
ñîñòîÿùàÿ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà è âñåãî ìíîæåñòâà X;

- ñàìîé áîëüøîé σ-àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðà 2X , ñîñòî-

ÿùàÿ èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Ïðèìåð 3.2 Ïóñòü F � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà X. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X êîíå÷íî.
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Ïðèìåð 3.3 Ïóñòü F � ìíîæåñòâî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íî.

Ïðèìåð 3.4 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è Fi, 1 6 i 6 n � σ-àë-

ãåáðû ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Òîãäà èõ ïåðåñå÷åíèå⋂
16i6n

F = {A ⊂ X | A ∈ Fi äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n}

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è I � ïîäìíîæåñòâî â 2X . Â òàêîé

ñèòóàöèè σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé I, íàçûâàþò ìèíèìàëüíóþ

ïî âêëþ÷åíèþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ I.

Ïðèìåð 3.5 Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (îñ-

íîâíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà X åñòü n-ìåðíîå

êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn). Áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé íà-

çûâàþò σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâà-

ìè ïðîñòðàíñòâà X. Â ÷àñòíîñòè, áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà

R ïîðîæäåíà èíòåðâàëàìè.

Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà, ϕ : X → Y � ïðîèçâîëüíîå

îòîáðàæåíèå, F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y . Òîãäà

ϕ−1(F) := {ϕ−1(A) | A ∈ F}

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Íàïðèìåð,

âñÿêîå îòîáðàæåíèå

ϕ : X → Rn, ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

îïðåäåëÿåò σ-àëãåáðó ϕ−1(B), ãäå B � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà

íà Rn (â òàêîé ñèòóàöèè σ-àëãåáðó ϕ−1(B) íàçûâàþò σ-àëãåáðîé,

ïîðîæäåííîé ôóíêöèÿìè ϕ1, . . . , ϕn).
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Îïðåäåëåíèå 3.6 Ïóñòü A, B � σ-àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì

A× B := {A×B ⊂ X × Y | A ∈ A, B ∈ B} ⊂ 2X×Y .

Çàìåòèì, ÷òî A×B, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé
(ñì. çàäà÷ó 3.52). σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ, ïîðîæäåííóþ ïîä-

ìíîæåñòâîì A × B, íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì σ-àëãåáð A è

B è îáîçíà÷àþò ÷åðåç A⊗ B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò ïðîèç-

âåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà σ-àëãåáð.

Ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå σ-àëãåáð ïîä-

ìíîæåñòâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 3.7 Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-

æåñòâà, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü X. Òîãäà

F =

{⊔
i∈I

Xi | I ⊂ {1, . . . , n}

}
⊂ 2X (20)

îáðàçóåò σ-àëãåáðó.

2. Âñÿêàÿ σ-àëãåáðà F ⊂ 2X èìååò âèä (20) äëÿ íåêîòîðûõ

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

X1, . . . , Xn, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü X.

3.2 Îïðåäåëåíèå ìåðû

Â òåîðèè ìåðû è òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà èñïîëüçóþò ðàñ-

øèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

íàçûâàþò

R := R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.



3 Òåîðèÿ ìåðû 95

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû èç R íàçûâàþò êîíå÷íûìè ÷èñëàìè, à ýëå-

ìåíòû −∞ è +∞ íàçûâàþò áåñêîíå÷íûìè ÷èñëàìè. ×àñòî

ýëåìåíò +∞ îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∞. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè,

îïðåäåëåííûå íàä êîíå÷íûìè ÷èñëàìè, ðàñïîñòðàíÿþòñÿ íà

ðàñøèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a±∞ = ±∞, a

±∞
= 0, a · (±∞) =


±∞ åñëè a > 0,

0 åñëè a = 0,

∓∞ åñëè a < 0,

ãäå a ∈ R,
∞+∞ =∞, −∞−∞ = −∞,

∞ ·∞ =∞, ∞ · (−∞) = −∞, (−∞) · (−∞) =∞

è, íàêîíåö, çíà÷åíèÿ

∞−∞ è
±∞
±∞

íåîïðåäåëåíû. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà R îïðåäåëÿþò ïðîìå-

æóòêè [a, b], [a, b), (a, b] è (a, b), ãäå a, b ∈ R, a 6 b.

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì òåõíè÷åñêè ñàìûå ïðîñòûå ìåðû �

ìåðû íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, ïî êîòîðûì êàæäîå ïîäìíî-

æåñòâî èçìåðèìî.

Îïðåäåëåíèå 3.8 Ãîâîðÿò, ÷òî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X

çàäàíà ìåðà µ, ïî êîòîðîé êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî,

åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëåíà åãî ìåðà

µ(A) ∈ [0,∞], ïðè÷åì

1. µ(∅) = 0;

2. åñëè A =
⊔n
i=1Ai, òî µ(A) =

∑n
i=1 µ(Ai).
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Ïðèìåð 3.9 Äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâà X ïîëîæèì

µ(A) := |A|.

Ïðèìåð 3.10 (Ìåðà Äèðàêà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.) Ôèê-

ñèðóåì x0 ∈ X è äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâà X ïîëî-

æèì åãî ìåðó Äèðàêà, ðàâíîé

δx0(A) :=

{
0, åñëè x0 /∈ A,
1, åñëè x0 ∈ A.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 3.11 Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} - êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî. Òîãäà

1. âñÿêàÿ ìåðà íà X, ïî êîòîðîé êàæäîå ïîäìíîæåñòâî

èçìåðèìî, îïðåäåëÿåò ÷èñëà

µ1 = µ(x1), . . . , µn = µ(xn) ∈ [0,∞]

2. âñÿêèå ÷èñëà µ1, . . . , µn ∈ [0,∞] îïðåäåëÿþò ìåðó µ

íà X, ïî êîòîðîé êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî, à

èìåííî,

µ({xi | i ∈ I}) =
∑
i∈I

µi

(â ÷àñòíîñòè, µ(xi) = µi).

Ýòà òåîðåìà äàåò îïèñàíèå ìåð íà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ,

ïî êîòîðûì êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî. À èìåííî, çàäàòü

òàêóþ ìåðó íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå � ýòî âñå ðàâíî, ÷òî îïðå-

äåëèòü ìåðó êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà; ïðè ýòîì ìåðà

ïîäìíîæåñòâà ðàâíà ñóììå ìåð âõîäÿùèõ â íåãî ýëåìåíòîâ.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì æåëàíèå îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìåðû

µ íà ìíîæåñòâå X òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂
X åãî ìåðà µ(A) ñóùåñòâîâàëà, ïîêàçûâàëà íàñêîëüêî îíî âå-

ëèêî è ïðè ýòîì äëÿ ìåð ïîäìíîæåñòâ áûëè âûïîëíåíû åñòå-

ñòâåííûå ñâîéñòâà. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òåîðèè è ïðè-

ëîæåíèé íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìåðû, ïî êîòîðûì ìåðû

íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ íå îïðåäåëåíû (äàæå â ñëó÷àå, êîãäà

ìíîæåñòâî X êîíå÷íî). Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ìíî-

ãèõ åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûõ ìåð ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà,

ìåðû êîòîðûõ íå îïðåäåëåíû.

Ïðèìåð 3.12 Â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôå-

ðó S2. Îêàçûâàåòñÿ, íà ñôåðå S2 íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ìå-

ðó µ, ïî êîòîðîé èçìåðèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà

ñôåðû è ìåðû ¾õîðîøèõ¿ ïîäìíîæåñòâ ðàâíû èõ ïëîùàäÿì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ ìåðà µ ñóùåñòâóåò, òî ñîãëàñíî

ïàðàäîêñó Áàíàõà � Òàðñêîãî (ñì. �1.2) ïóñòü

S2 =

( ⊔
16i6n

Ai

)⊔( ⊔
16j6m

Bj

)
è ïðè ýòîì

S2 =
⊔

16i6n

A′i è S2 =
⊔

16j6m

B′j,

ãäå A′1, . . . , A
′
n, B

′
1, . . . , B

′
m ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî èç

A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòà-

ìè. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

µ(S2) = 4π,
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à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

µ(S2) = µ

(( ⊔
16i6n

Ai

)⊔( ⊔
16j6m

Bj

))
=

µ

( ⊔
16i6n

A′i

)
+ µ

( ⊔
16j6m

B′j

)
= µ(S2) + µ(S2) = 8π.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïðåäåëåíèè ìåðû íà ìíîæåñòâå íå

ñëåäóåò òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà áûëà

îïðåäåëåíà åãî ìåðà

Îáùåå îïðåäåëåíèå ìåðû ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 3.13 Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà

ìåðà µ, åñëè îïðåäåëåíû èçìåðèìûå (òàêæå ãîâîðÿò µ-èçìå-

ðèìûå) ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X è äëÿ âñÿêîãî èçìåðè-

ìîãî ïîäìíîæåñòâà A îïðåäåëåíà åãî ìåðà

µ(A) ∈ [0,∞]

òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû.

(Measure1) ∅ è X èçìåðèìû, ïðè÷åì µ(∅) = 0.

(Measure2) Äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A åãî

äîïîëíåíèå X \ A èçìåðèìî.

(Measure3) Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî-

ãî ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ èçìåðèìî, ïðè÷åì

åñëè

A =
⊔
i∈I

Ai,

ãäå I � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî è êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Ai èç-

ìåðèìî, òî

µ(A) =
∑
i∈I

µ(Ai).
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Ìíîæåñòâî X ñ îïðåäåëåííîé íà íåì ìåðîé µ íàçûâàþò

ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé è îáîçíà÷àþò ÷åðåç (X,µ) èëè ÷å-

ðåç (X,F , µ), ãäå F îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ïîäìíî-

æåñòâ ïðîñòðàíñòâàX. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé

ïîäìíîæåñòâ âX. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïîäìíî-

æåñòâ A èB èõ ðàçíîñòü A\B è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòüA∆B

èçìåðèìû. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì çàäà÷ 3.60 è 3.61, âîçðàñ-

òàþùèé è óáûâàþùèé ïðåäåëû, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé

ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ èçìå-

ðèìû.

Ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåðîé µ íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíûì, åñëè

µ(X) = 1; ìåðó µ ïðè ýòîì íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ìåðû ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâî èçìåðèìûõ ïî íåé ïîäìíîæåñòâ. Íàïðèìåð,

(X1,F1, µ1), ãäå X1 = {a, b}, F1 = {∅, {a}, {b}, {a, b}},

µ1(A) =

{
0, åñëè a ∈ A,
1, åñëè a /∈ A

è

(X2,F2, µ2), ãäå X2 = {a, b}, F2 = {∅, {a, b}},

µ2(A) =

{
0, åñëè a ∈ A,
1, åñëè a /∈ A

� ðàçíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè, òàê êàê F1 6= F2 (õîòÿ ¾âðîäå

áû¿ X1 = X2 è µ1 = µ2).

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé X íàçûâàþò ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X, èìåþùåãî ìåðó íóëü,

ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â A èçìåðèìî è, êàê íåòðóäíî âûâåñòè
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èç àêñèîì ìåðû, èìååò ìåðó íóëü (íå ïóòàòü ïîëíûå ïðîñòðàí-

ñòâà ñ ìåðàìè ñ ïîëíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè). Åñ-

ëè ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî ñîãëàñíî ñëå-

äóþùåé ëåììå åãî ìîæíî ïîäïðàâèòü íà ïîäìíîæåñòâàõ ìåðû

íóëü è ñäåëàòü ïîëíûì.

Ëåììà 3.14 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Îïðå-

äåëèì ìåðó µ′ íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäìíîæåñòâî A

ÿâëÿåòñÿ µ′-èçìåðèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóþò µ-èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà A− è A+ òàêèå, ÷òî

A− ⊂ A ⊂ A+ è µ(A+ \ A−) = 0;

äëÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà A ïîëîæèì åãî µ′-ìåðó ðàâíîé

µ′(A) = µ(A−).

Òîãäà ìåðà µ′ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ïîëíîé ìå-

ðîé, ïðè÷åì âñÿêîå µ-èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî A òàêæå µ′-

èçìåðèìî è µ′(A) = µ(A).

Áîëüøèíñòâî ìåð, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîì

àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé X íàçûâàþò σ-êîíå÷íûì, åñëè

X =
⋃
n>0

Xn,

ãäå êàæäîå Xn èçìåðèìî è èìååò êîíå÷íóþ ìåðó. Âñÿêîå âåðî-

ÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî σ-êîíå÷íî. Ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç îäíîé òî÷êè x ñ ìåðîé µ òàêîé, ÷òî µ(x) = ∞, íå ÿâëÿåòñÿ

σ-êîíå÷íûì.
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3.3 Ïðèìåðû ìåð

Ïðèìåð 3.15 Âñÿêàÿ ìåðà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, ïî êî-

òîðîé èçìåðèìî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî (ñì. îïðåäåëåíèå 3.8),

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.13.

Ïðèìåð 3.16 Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X îïðåäåëèì ìå-

ðó µ òàê, ÷òî èçìåðèìûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî (åãî ìåðà ðàâíà íóëþ) è X (åãî ìåðà ðàâíà 1). Òîãäà X

ñ òàêîé ìåðîé µ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 3.17 (Ìåðà Äèðàêà) Îïðåäåëèì ìåðó íà ìíîæå-

ñòâå X ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈
X è îáúÿâèì âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X èçìåðèìûì è ïî-

ëîæèì åãî ìåðó ðàâíîé

δx0(A) :=

{
1, åñëè x0 ∈ A,
0, åñëè x0 /∈ A.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íîé.

Ïðèìåð 3.18 (Íóëåâàÿ ìåðà) Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå

îïðåäåëèì ìåðó òàê, ÷òî èçìåðèìûì ÿâëÿåòñÿ êàæäîå ïîä-

ìíîæåñòâî è ìåðà êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ. Íó-

ëåâàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Ïðèìåð 3.19 Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X îïðåäåëèì ìå-

ðó ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî è åãî

ìåðà ðàâíà ÷èñëó ñîäåðæàùèõñÿ â íåì òî÷åê. Ýòà ìåðà σ-

êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî.
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Ïðèìåð 3.20 Íà R îïðåäåëèì ìåðó ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñÿ-

êîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî è åãî ìåðà ðàâíà ÷èñëó ñîäåðæà-

ùèõñÿ â íåì òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïðèìåð 3.21 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî,

Z ⊂ X

� ïîäìíîæåñòâî è êàæäîìó ýëåìåíòó z ∈ Z ñîïîñòàâëåíî

÷èñëî µz > 0. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X îáúÿâèì èçìåðè-

ìûì è ïîëîæèì

µ(A) =
∑
z∈A

µz

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìû ìåðû âûïîëíåíû.

Ïðèìåð 3.22 Ñðåäè äèñêðåòíûõ (ò.å., íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íûõ) âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ

÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå.

• (X = {0, 1, 2, . . . , n}, µ), µ(k) =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k, ãäå 1 <

p < 1.

• (X = {0, 1, 2, 3, . . .}, µ), µ(k) = λk

k!
e−λ, ãäå λ > 0.

• (X = {1, 2, 3, . . .}, µ), µ(k) = p(1− p)k−1, ãäå 1 < p < 1.

Ïðèìåð 3.23 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è Y ⊂
X � íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì íà Y

ìåðó µ|Y ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Y èçìåðè-

ìî ïî ìåðå µ|Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî, êàê ïîäìíî-

æåñòâî â X, èçìåðèìî ïî ìåðå µ; â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

µ|Y (A) = µ(A).
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðà µ|Y îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Ìåðó

µ|Y íàçûâàþò îãðàíè÷åíèåì ìåðû µ íà Y . ßñíî, ÷òî åñëè ìåðà

µ ïîëíà, òî åå îãðàíè÷åíèå íà ëþáîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî

ïîëíî.

Ïðèìåð 3.24 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Âñÿêîå

µ-èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî 0 < µ(B) < ∞
îïðåäåëÿåò ìåðó µB íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäìíîæåñòâî

A ⊂ X èçìåðèìî ïî ìåðå µB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

èçìåðèìî ïî ìåðå µ; â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

µB(A) :=
µ(A ∩B)

µ(B)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåðà µB îïðåäåëåíà êîððåêòíî. ßñíî,

÷òî ìåðà µB ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé; åñëè ìåðà µ ïîëíà, òî

ìåðà µB òîæå ïîëíà.

Ìåðà Ëåáåãà íà R
Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, ìåðà Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà A ⊂ R

ðàâíà äëèíå ïîäìíîæåñòâà A. Îáû÷íî ìåðó Ëåáåãà íà R îáî-

çíà÷àþò ÷åðåç λ. Îãðàíè÷åíèÿ ìåðû Ëåáåãà íà ïîäìíîæåñòâà â

R òàêæå íàçûâàþò ìåðàìè Ëåáåãà è òàêæå îáû÷íî îáîçíà÷àþò

÷åðåç λ.

Ôîðìàëüíî ìåðó Ëåáåãà íà R îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ R îïðåäåëèì åãî âíåøíþþ

ìåðó

λ∗(A) := inf

{∑
i∈I

(bi − ai) | A ⊂
⋃
i∈I

[ai, bi], I íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî

}
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ßñíî, ÷òî åñëè A ⊂ B ⊂ R, òî

λ∗(A) 6 λ∗(B).

Ëåììà 3.25 Äëÿ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ

A =
⊔
i∈I

Ai,

ãäå I íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, èìååì

λ∗(A) =
∑
i∈I

|Ai|,

ãäå |Ai| � äëèíà ïðîìåæóòêà Ai.

Ïðèìåð 3.26 Äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N èìååì

N ⊂ [1, 1] ∪ [2, 2] ∪ [3, 3] ∪ . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ∗(N) = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî âíåøíÿÿ ìåðà âñÿêîãî ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà â R ðàâíà

0.

Ïðèìåð 3.27 λ∗(R) =∞.

Ïðèìåð 3.28 Äîêàæåì, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà êàíòîðîâà ìíî-

æåñòâà C ðàâíà 0. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, êîòî-

ðûå ìû ââåëè â �2.5 ïðè îïðåëåíèè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî Cn ñîñòîèò èç 2n îòðåçêîâ ñóì-

ìàðíîé äëèíû
(

2
3

)n
. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ C ⊂ Cn ïîëó÷àåì

λ∗(C) 6

(
2

3

)n
äëÿ âñåõ n è, ñëåäîâàòåëüíî, λ∗(C) = 0.
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Îïðåäåëèì òåïåðü ìåðó Ëåáåãà íà R: ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R
íàçîâåì èçìåðèìûì ïî ìåðå Ëåáåãà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B, ÿâëÿþùååñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íûì îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ, òàêîå, ÷òî

λ∗(A∆B) < ε;

äëÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà A ïîëîæèì åãî ìåðó Ëåáåãà ðàâíîé

λ∗(A)

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìåðà Ëåáåãà îïðåäåëåíà êîððåêò-

íî, ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà òåõíè÷åñêèõ ïðîâåðîê, êîòîðûå

ìû îïóñêàåì. Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ìåðà Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé è σ-êîíå÷íîé.

Ïðèìåð 3.29 Ïîäìíîæåñòâî

A =
⊔
i∈I

Ai,

ÿâëÿþùååñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíè-

åì ïðîìåæóòêîâ, èçìåðèìî, ïðè÷åì

λ(A) =
∑
i∈I

|Ai|.

Ïðèìåð 3.30 Ïóñòü A ⊂ R � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî

è A∩Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïîäìíîæåñòâà A.

Òàê êàê Q ñ÷åòíî, òî A∩Q ñ÷åòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, λ∗(A∩
Q) = 0 (ñì. ïðèìåð 3.26), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A∩Q èçìåðèìî

è λ(A ∩Q) = 0.

Ïðèìåð 3.31 Ïîäìíîæåñòâî [0, 1]irr èððàöèîíàëüíûõ òî÷åê

íà îòðåçêå [0, 1] èçìåðèìî è åãî ìåðà ðàâíà 1. Äåéñòâèòåëüíî,

λ∗([0, 1]∆[0, 1]irr) = λ∗([0, 1] ∩Q) = 0
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(ñì. ïðèìåð 3.30), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî [0, 1]irr èçìåðèìî. Èìå-

åì

λ([0, 1]irr) = λ([0, 1]\([0, 1]∩Q)) = λ([0, 1])−λ([0, 1]∩Q) = 1−0 = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî â êóðñå àíàëèçà ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R íàçû-

âàþò ïîäìíîæåñòâîì æîðäàíîâîé ìåðû íóëü, åñëè äëÿ ëþáî-

ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòðåçêîâ

{[ai, bi]}i∈I , ñóììàðíîé äëèíû íå áîëåå ε, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ

ñîäåðæèò A. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A èìååò

æîðäàíîâó ìåðó íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçìåðè-

ìî ïî Ëåáåãó è èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Óêàæåì áåç äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûå ôàêòû î ìåðàõ Ëåáå-

ãà íà R.

• Â R ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå íåèçìåðèìûå ïî Ëåáåãó

ïîäìíîæåñòâà.

• Èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå{
Áîðåëåâñêèå

ïîäìíîæåñòâà â R

}
$

{
Èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó

ïîäìíîæåñòâà â R

}
.

Ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ïîäìíîæå-

ñòâà A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A = B tN,

ãäå B � áîðåëåâñêîå, à N � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîä-

ìíîæåñòâî ìåðû íóëü (ãðóáî ãîâîðÿ, âñÿêîå èçìåðèìîå

ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïîäìíîæåñòâà ëåáåãîâîé ìåðû íóëü).
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Ìåðû Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà íà R
Êîíñòðóêöèþ ìåðû Ëåáåãà íà R ìîæíî îáîáùèòü: äëÿ âñÿ-

êîé íåóáûâàþùåé, íåïðåðûâíîé ñïðàâà ôóíêöèè F (t) ìîæíî

ïîñòðîèòü ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà µF . À èìåííî, ñíà÷àëà

èçìåðèìûì îáúÿâëÿåòñÿ âñÿêèé ïîëóèíòåðâàë âèäà (a, b] è äëÿ

òàêîãî èíòåðâàëà ïîëàãàåòñÿ

µF ((a, b]) = F (b)− F (a).

Çàòåì äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâ A ⊂ R îïðåäåëÿåòñÿ åãî âíåø-

íÿÿ ìåðà

µ∗F (A) := inf

{∑
i∈I

(F (bi)− F (ai)) |

A ⊂
⋃
i∈I

(ai, bi], I íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî

}
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

A =
⊔
i∈I

(ai, bi]

� íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåð-

âàëîâ, òî

µ∗F (A) =
∑
i∈I

(F (bi)− F (ai)).

Íàêîíåö, ïîäìíîæåñòâî B ⊂ R îáúÿâëÿåòñÿ µF -èçìåðèìûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáú-

åäèíåíèå

A =
⊔
i∈I

(ai, bi]

ïîëóèíòåðâàëîâ òàêîå, ÷òî

µ∗F (A∆B) < ε.
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Äëÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà B åãî ìåðà µF (B) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé

µ∗F (B).

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îïðåäåëåíèå ìåðû µF êîððåêòíî,

ìû îïóñêàåì. Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ìåðà Ëåáåãà � Ñòèë-

òüåñà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è σ-êîíå÷íîé. Çàìåòèì áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà, ÷òî ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà, êî-

òîðûå íåèçìåðèìû ïî íåêîòîðûì ìåðàì Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà

è ñóùåñòâóþò íåèçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå

èçìåðèìû ïî íåêîòîðûì ìåðàì Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà.

Òåîðåìà 3.32 Ìåðà íà R ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà � Ñòèë-

òüåñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêèé ïðîìåæóòîê ïî

íåé èçìåðèì.

Ïðèìåð 3.33 Ïîëîæèì F (t) = t. Òîãäà ìåðà µF ñîâïàäàåò ñ

ìåðîé Ëåáåãà λ íà ïðÿìîé.

Ïðèìåð 3.34 Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ

f : R→ R

îïðåäåëÿåò íåóáûâàþùóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

F : R→ R, F (t) =

∫ t

−∞
f(τ)dτ,

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüå-

ñà µF .

Ïðèìåð 3.35 Ïîëîæèì F (t) = [t] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t.

Òîãäà µF ñîâïàäàåò ñ ìåðîé èç ïðèìåðà 3.20.
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Ïðèìåð 3.36 Ïîëîæèì

F (t) :=


−1

2
ïðè t < 0,

1
2
t ïðè 0 6 t < 1,

1 ïðè t > 1,

-

-

6

��
�
��

�
��

�*

-

F (t)

t

−1
2

10

1
2

1

Òîãäà ìåðà µF ñîñðåäîòî÷åíà íà ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ:

1. â òî÷êå 0, ïðè÷åì µF (0) = 1
2
;

2. â òî÷êå 1, ïðè÷åì µF (1) = 1
2
;

3. ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 1), ïðè÷åì µF ((0, 1)) = 1
2
.

Ïðèìåð 3.37 Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) :=
∑
i: xi6t

fi, (21)

ãäå {xi}i∈I � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïðÿ-

ìîé è {fi}i∈I � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-

íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (äëÿ êàæäîãî i ∈ I äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî fi ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå xi). ßñíî, ÷òî F (t) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, íåïðåðûâíîé ñïðàâà ôóíêöèåé è, ñëå-

äîâàòåëüíî, îíà îïðåäåëÿåò ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà µF .
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ R ÿâ-

ëÿåòñÿ µF -èçìåðèìûì, ïðè÷åì

µF (X) =
∑

i: xi∈X

fi.

Ãðóáî ãîâîðÿ, ìåðà µF ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êàõ {xi}i∈I , ïðè-
÷åì ìåðà òî÷êè xi ðàâíà fi. Äëÿ èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ

ïðèâåäåì ãðàôèê ôóíêöèè âèäà (21), äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî

{xi}i∈I êîíå÷íî:

-

6

-

-
-

-

-

0 t

F (t)

x1 x2 x3 x4

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà, äàåò îïèñàíèå íåóáûâàþùèõ, íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíê-

öèé.

Òåîðåìà 3.38 Äëÿ âñÿêîé íåóáûâàþùåé, íåïðåðûâíîé ñïðàâà

ôóíêöèè F (t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

F (t) = F c(t) + F s(t),

ãäå

- F c(t) � íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ, ðàâíàÿ íóëþ â íóëå

ôóíêöèÿ;

- F s(t) � ôóíêöèÿ âèäà (21).
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Ïðèìåð 3.39 Äëÿ ôóíêöèè F (t) èç ïðèìåðà 3.36 ðàçëîæå-

íèå, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå 3.38,

èìååò âèä

-

-

6

�
��
�*

-

F (t)

=

=

-

6

��
��

F c(t)

+

-

-

6

-

-F s(t)

Ìåðà Ëåáåãà íà Rn

Ìåðó Ëåáåãà íà Rn îïðåäåëÿþò àíàëîãè÷íî ìåðå Ëåáåãà íà

R. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìåðà Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Rn

ðàâíà îáúåìó ïîäìíîæåñòâà A. Îáû÷íî ìåðó Ëåáåãà íà Rn îáî-

çíà÷àþò ÷åðåç λ. Îãðàíè÷åíèÿ ìåðû Ëåáåãà íà ïîäìíîæåñòâà

â Rn òàêæå íàçûâàþò ìåðàìè Ëåáåãà è òàêæå îáû÷íî îáîçíà-

÷àþò ÷åðåç λ.

Ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ ñ

ìåðàìè

Ëåììà 3.40 Ïóñòü (Xi,Fi, µi), 1 6 i 6 n � ïðîñòðàíñòâà ñ

ìåðàìè. Òîãäà íà èõ ïðîèçâåäåíèè

X1 × . . .×Xn
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ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà

µ1 × . . .× µn

(êîòîðóþ íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ1, . . . , µn) òàêàÿ, ÷òî:

1. σ-àëãåáðîé µ1× . . .× µn-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ F1 ⊗ . . .⊗Fn;

2. âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî âèäà A1 × . . . × An, ãäå Ai ∈ Fi,
1 6 i 6 n èçìåðèìî è èìååò ìåðó

(µ1 × . . .× µn)(A1 × . . .× An) = µ1(A1) · . . . · µn(An).

ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ

âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ

ïîëíûìè ìåðàìè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ïîëíîé ìåðîé.

Ïðèìåð 3.41 Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ ìåðîé Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì n ïðîñòðàíñòâ R ñ ìåðàìè Ëåáåãà.

Ïðèìåð 3.42 Ïóñòü

({a1, a2}, µ), ãäå µ(a1) =
1

2
, µ(a2) =

1

3

è

({b1, b2, b3}, ν), ãäå ν(b1) = 3, µ(b2) =
1

4
, ν(b3) = 2

� êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñ ìåðàìè. Òîãäà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

µ× ν ìåð èìååì

(µ× ν)(a1, b1) =
3

2
, (µ× ν)(a1, b2) =

1

8
, (µ× ν)(a1, b3) = 1,

(µ× ν)(a2, b1) = 1, (µ× ν)(a2, b2) =
1

12
, (µ× ν)(a2, b3) =

2

3
.
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Ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñò-

íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ

ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îáîáùèòü äî ïîíÿòèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ëþáî-

ãî (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ìåðû íàçûâàþò öèëèí-

äðè÷åñêèìè.

Ìû îïèøåì íàèáîëåå âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � ïðîèçâå-

äåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ

(X,µi), i ∈ I,

ãäå X, I � ìíîæåñòâà, {µi}i∈I � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà ìíî-

æåñòâå X.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

XI =
∏
i∈I

X.

Öèëèíäðè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì (èíîãäà ãîâîðÿò ïðîñòî öè-

ëèíäðîì) ïðîèçâåäåíèÿXI íàçûâàþò âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî âè-

äà

C = C(Ai1 , . . . , Ain) :=
∏
i∈I,

Bi = Ai äëÿ i = i1, . . . , in,
Bi = X äëÿ îñòàëüíûõ i.

Bi, (22)

ãäå Ai1 , . . . , Ain ⊂ X � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 3.43 Íà XI ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëíàÿ âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ (êîòîðóþ íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ìåð

{µi}i∈I , à òàêæå íàçûâàþò öèëèíäðè÷åñêîé ìåðîé) òàêàÿ,

÷òî âñÿêîå öèëèíäðè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî (22) èçìåðèìî è

åãî ìåðà ðàâíà

µ(C(Ai1 , . . . , Ain)) = µi1(Ai1) · . . . · µin(Ain).
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Ïðèìåð 3.44 Ïóñòü

(X = {0, 1}, µi), i ∈ N,

ãäå µi(0) = 1
3
, µi(1) = 2

3
. Ðàññìîòðèì èõ ïðîèçâåäåíèå XN ñ

öèëèíäðè÷åñêîé ìåðîé µ è âû÷èñëèì µ(A), ãäå

A = {(x1, x2, . . .) ∈ X | x1 > x2}.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäè-

íåíèåì öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ

A00 = {(x1, x2, . . .) ∈ X | x1 = x2 = 0},
A1 = {(x1, x2, . . .) ∈ X | x1 = 1}

è, ñëåäîâàòåëüíî,

µ(A) = µ(A00) + µ(A1) =
1

9
+

2

3
=

7

9
.

3.4 Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìåðàìè

Ôèêñèðóåì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X,F , µ).

Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìåð

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è µ1, . . . , µn � ìåðû íà ìíîæåñòâå

X, σ-àëãåáðû èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ êîòîðûõ ñîâïàäàþò è

ðàâíû F . Òîãäà äëÿ ëþáûõ c1, . . . , cn > 0 îïðåäåëåíà ìåðà

µ = c1µ1 + . . .+ cnµn.

À èìåííî, σ-àëãåáðîé µ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ F
è äëÿ A ∈ F èìååì

µ(A) = c1µ1(A) + . . .+ cnµn(A).

Ïðè ýòîì åñëè êàæäàÿ ìåðà µi âåðîÿòíîñòíà, òî ìåðà µ âåðî-

ÿòíîñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c1 + . . .+ cn = 1.
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Ïðèìåð 3.45 Ïóñòü F è G � íåóáûâàþùèå, íåïðåðûâíûå

ñïðàâà ôóíêöèè íà R, µF è µG � ñîîòâåòñòâóþùèå ìåðû Ëå-

áåãà � Ñòèëòüåñà. Òîãäà ñóììà F +G íåóáûâàåò, íåïðåðûâ-

íà ñïðàâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà

ðàâíà µF+G = µF + µG.

Ñâîéñòâà, âûïîëíåííûå ïî÷òè âñþäó

Åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X âûïîë-

íåíî âñþäó íà ïðîñòðàíñòâå X, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ïîäìíîæåñòâà ìåðû íóëü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîë-

íåíî ïî÷òè âñþäó íà X.

Ïðèìåð 3.46 Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà X. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-

öèÿ f ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó, åñëè f ðàâíà íóëþ âñþäó, êðî-

ìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Íà-

ïðèìåð, íóëåâàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ Äèðèõëå

f : R→ {0, 1}, f(x) :=

{
1 åñëè x ∈ Q,
0 åñëè x /∈ Q

ïî÷òè âñþäó (îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà R) ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 3.47 Ïóñòü f è g � ôóíêöèè íà X. Ãîâîðÿò, ÷òî

f ðàâíà g ïî÷òè âñþäó, è ïèøóò f
ï.â.
= g, åñëè f(x) = g(x)

âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìåðû

íóëü. ßñíî, ÷òî

f
ï.â.
= g ⇐⇒ f − g ï.â.

= 0.

Ñõîäèìîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ

Íà ìíîæåñòâå F µ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ¾íàïðàøèâà-

åòñÿ¿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ

d(A,B) := µ(A∆B).
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Îäíàêî F ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ìîæåò íå áûòü ìåò-

ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Âî-ïåðâûõ, åñëè µ(X) =∞, òî

d(X, ∅) = µ(X) =∞,

÷òî íåäîïóñòèìî äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Âî-âòîðûõ, åñ-

ëè A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â X ìåðû íóëü, òî

d(A, ∅) = µ(A) = 0 è A 6= ∅

è, çíà÷èò, íå âûïîëíåíà àêñèîìà (Metr1) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Õîòÿ ôóíêöèÿ d, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà

F , îäíàêî îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà F ïîíÿòèå ñõîäèìî-

ñòè. À èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ

{An} íàçûâàþò ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå ê µ-èçìåðèìîìó ïîäìíî-

æåñòâó A è ïèøóò

An
µ−→ A,

åñëè

d(An, A) = µ(An∆A)→ 0 ïðè n→∞.

Òàêèì îáðàçîì íà F èìååòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ ïðåäåëîâ:

âîçðàñòàþùèé, óáûâàþùèé, âåðõíèé, íèæíèé è ïî ìåðå. Ñî-

ãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 3.62, ìåðû õîðîøî ñîãëàñîâàíû ñ

ýòèìè ïðåäåëàìè.

Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ìåð

Ìåðó ν íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé ïî ìåðå µ, è ïèøóò µ� ν åñëè:

1. âñÿêîå µ-èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ν-èçìåðèìî;

2. äëÿ âñÿêîãî µ-èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X òàêîãî,

÷òî µ(A) = 0 âûïîëíåíî ν(A) = 0.
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Ïðèìåð 3.48 Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

1. Âñÿêàÿ ìåðà µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî ñàìîé ñåáå.

2. Íóëåâàÿ ìåðà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî ëþáîé ìåðå.

3. Ïî íóëåâîé ìåðå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà òîëüêî íóëåâàÿ

ìåðà.

4. Íà R ìåðà Äèðàêà íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ïî ìåðå Ëåáåãà, è ìåðà Ëåáåãà íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ïî ìåðå Äèðàêà.

3.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 3.49 Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

X = {a1, . . . , a5}. Ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû σ-àëãåáðû, ïîðîæ-

äåííîé ïîäìíîæåñòâàìè

A = {a1, a4, a5}, B = {a1, a2, a3, a5}.

Çàäà÷à 3.50 Ïóñòü σ-àëãåáðà F ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà êîíå÷íà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âõîäÿùèõ â F
ïîäìíîæåñòâ ðàâíî 2n, ãäå n ∈ N.

Çàäà÷à 3.51 Íà ìíîæåñòâå

X = {a1, a2, a3, a4}

ðàññìîòðèì ôóíêöèè f è g, ãäå

f(a1) = f(a2) = 0, f(a3) = f(a4) = 1

g(a1) = g(a3) = 0, g(a2) = g(a4) = 1.

Ïóñòü F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèÿìè f è g.
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1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà X ìíîæå-

ñòâî èçìåðèìûõ ïîäìîæåñòâ, ïî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ

F .

2. Ìîæíî ëè â (1) òàê ïîäîáðàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó,

÷òîáû f è g (ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû)

áûëè íåçàâèñèìû?

Çàäà÷à 3.52 Ïóñòü

X = {x1, x2}, A = 2X , Y = {y1, y2}, B = 2Y .

1. Ïðîâåðüòå, ÷òî

C = {A×B | A ∈ A, B ∈ B} ⊂ 2X×Y

íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïîäìíîæåñòâîì

C, ñîâïàäàåò ñ 2X×Y .

Çàäà÷à 3.53 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è

F := {A ⊂ X | |A| <∞} ∪ {A ⊂ X | |X \ A| <∞} ⊂ 2X .

Äîêàæèòå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà X êîíå÷íî.

Çàäà÷à 3.54 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ X

âûïîëíåíî:

1. µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A \B);

2. |µ(A)− µ(B)| 6 µ(A∆B).
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Çàäà÷à 3.55 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, A,B ⊂
X � òàêèå èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà, ÷òî µ(A∆B) = 0. Äî-

êàæèòå, ÷òî µ(A) = µ(B).

Çàäà÷à 3.56 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A1, A2 ìíî-

æåñòâà X âûïîëíåíî

µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2).

Çàäà÷à 3.57 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A1, A2, A3

ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî

µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) = µ(A1) + µ(A2) + µ(A3)−
− (µ(A1 ∩ A2) + µ(A1 ∩ A3) + µ(A2 ∩ A3)) + µ(A1 ∩ A2 ∩ A3).

Çàäà÷à 3.58 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Íà ìíî-

æåñòâå µ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ðàññìîò-

ðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼, ãäå

A ∼ B ⇐⇒ µ(A∆B) = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 3.59 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è An ⊂ X, n > 1 �

ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

⋃
n>1

An =
⊔
n>1

(
An \

⋃
k<n

Ak

)
=

A1

⊔
(A2 \ A1)

⊔
(A3 \ (A1 ∪ A2))

⊔
. . . ,

Çàäà÷à 3.60 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è An ⊂
X, n > 1 � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî:
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1. îáúåäèíåíèå ∪n>1An èçìåðèìî, ïðè÷åì

µ

(⋃
n>1

An

)
6
∑
n>1

µ(An);

2. ïåðåñå÷åíèå ∩n>1An èçìåðèìî, ïðè÷åì

µ

(⋂
n>1

An

)
6 inf

n>1
µ(An).

Çàäà÷à 3.61 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è {An}
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæè-

òå, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}
èçìåðèìû.

Çàäà÷à 3.62 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è {An}
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæè-

òå, ÷òî:

1. åñëè An ↑ A, òî A èçìåðèìî è µ(An) ↑ µ(A);

2. åñëè An ↓ A, òî A èçìåðèìî è µ(An) ↓ µ(A);

3. åñëè A èçìåðèìî è An
µ−→ A, òî µ(An)→ µ(A);

4. åñëè An −→ A, òî A èçìåðèìî è µ(An)→ µ(A).

Çàäà÷à 3.63 (Ëåììà Áîðåëÿ � Êàíòåëëè) Ïóñòü (X,µ) �

ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, A1, A2, . . . � èçìåðèìûå ïîäìíîæå-

ñòâà ïðîñòðàíñòâà X è

A = lim sup
n→∞

An.

Äîêàæèòå, ÷òî:
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1. åñëè ðÿä
∑

n>1 µ(An) ñõîäèòñÿ, òî µ(A) = 0.

2. åñëè X � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîäìíîæåñòâà

{An} (ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñîáûòèÿ) íåçàâèñèìû è ðÿä∑
n>1 µ(An) ðàñõîäèòñÿ, òî µ(A) = 1.

Çàäà÷à 3.64 Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîä-

ìíîæåñòâî A ⊂ R, ìåðà êîòîðîãî ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, ñîäåð-
æèò íåêîòîðûé èíòåðâàë?

Çàäà÷à 3.65 Íàéäèòå ìåðó Ëåáåãà ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îò-

ðåçêå [0, 1], äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò öèôðó

5.

Çàäà÷à 3.66 Íàéäèòå ìåðó Ëåáåãà ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îò-

ðåçêå [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íåò ïîäðÿä èäóùèõ

îäèíàêîâûõ öèôð.

Çàäà÷à 3.67 Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ôóíêöèÿ F (t) = t3 + t âîçðàñòàåò è áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìà (è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ìåðó Ëåáåãà

� Ñòèëòüåñà µF ).

2. µF (I) > λ(I) äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R.

Çàäà÷à 3.68 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà

µF íà R àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî ìåðå Ëåáåãà, òî ôóíêöèÿ

F íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à 3.69 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = {−1, 1}, µi), 1 6 i 6 2n− 1,
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ãäå µi(−1) = µi(1) = 1
2
, è èõ ïðîèçâåäåíèå

X2n−1 =
∏

16i62n−1

X

ñ ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ = µ1 × . . . × µ2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîäìíîæåñòâî

A =

{
(x1, . . . , x2n−1) |

∑
16i62n−1

xi > 1

}

èçìåðèìî è íàéäèòå åãî ìåðó.

Çàäà÷à 3.70 (Ñõåìà Áåðíóëëè) Ôèêñèðóåì 0 6 p 6 1, n ∈
N è ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = {0, 1}, µi), 1 6 i 6 n,

ãäå µi(0) = p, µi(1) = 1− p, è èõ ïðîèçâåäåíèå

Xn =
∏

16i6n

X

ñ ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ = µ1 × . . .× µn.

1. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà a = (a1, . . . , an) ∈ X (êàê

ïîäìíîæåñòâî â X) èçìåðèìà è íàéäèòå åå ìåðó.

2. Äëÿ 0 6 k 6 n âû÷èñëèòå µ(Ak), ãäå

Ak =

{
a ∈ X |

∑
16i6n

ai = k

}
.

Çàäà÷à 3.71 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = {0, 1}, µi), i ∈ N,
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ãäå µi(0) = µi(1) = 1
2
, è èõ ïðîèçâåäåíèå XN ñ öèëèíäðè÷åñêîé

ìåðîé µ. Äîêàæèòå èçìåðèìîñòü ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ

ïðîñòðàíñòâà XN è íàéäèòå èõ ìåðû:

1. {(x1, x2, . . .) | x1 + x2 > x3 + 1};

2. {(a1, a2, . . .)}, ãäå a1, a2, . . . � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èç íóëåé è åäèíèö;

3. {(x1, x2, . . .) |
∑

n>1 xn =∞};

4. Ak = {(x1, x2, . . .) |
∑

n>1 xn · . . . · xn+k =∞}.

Çàäà÷à 3.72 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = [0, 1], µi), i ∈ N,

ãäå µi = λ � ìåðà Ëåáåãà, è èõ ïðîèçâåäåíèå XN ñ öèëèíäðè-

÷åñêîé ìåðîé µ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà

èçìåðèìû è íàéäèòå èõ ìåðû:

1.
{

(x1, x2, . . .) | x2 6 1
2

}
;

2.
{

(x1, x2, . . .) | x1 6 1
2
, 1

5
6 x3 6 4

5

}
;

3. {(x1, x2, . . .) | xn 6 1− n−1 äëÿ n > 2}.
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Çàäà÷à 3.73 (Êàíòîðîâà ëåñòíèöà) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

c : [0, 1]→ [0, 1],

c( 0.a1a2a3 . . .︸ ︷︷ ︸
â òðîè÷íîé ñèñòåìå

) =

=



0.
a1

2

a2

2

a3

2
. . .︸ ︷︷ ︸

â äâîè÷íîé ñèñòåìå

, åñëè ai 6= 1 äëÿ âñåõ i,

0.
a1

2
. . .

an−1

2
an︸ ︷︷ ︸

â äâîè÷íîé ñèñòåìå

, åñëè ai 6= 1 äëÿ i < n è an = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ c(t):

1. îïðåäåëåíà êîððåêòíî;

2. íåïðåðûâíà;

3. íåóáûâàåò;

4. ëîêàëüíî ïîñòîÿííà âíå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà;

5. âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

íà îòðåçîê [0, 1].

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ c èç çàäà÷è 3.73 íàçûâàþò êàíòîðîâîé

ëåñòíèöåé, èëè ÷åðòîâîé ôóíêöèåé; íà îòðåçêå [0, 1] îíà ðàñ-

òåò òîëüêî íà êàíòîðîâîì ïîäìíîæåñòâå (êîòîðîå èìååò ìåðó

0) è ïðè ýòîì óñïåâàåò âûðàñòè îò 0 äî 1. Êðîìå òîãî, c íåïðå-

ðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

C (èìåþùåå ìåðó 0) íà îòðåçîê [0, 1] (èìåþùèé ìåðó 1). Ñ ïî-

ìîùüþ êàíòîðîâîé ëåñòíèöû íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïîäìíîæå-

ñòâî A ⊂ [0, 1], êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì, íî èçìåðèìî

ïî Ëåáåãó.
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Çàäà÷à 3.74 Ïîëîæèì

F (t) :=


0, åñëè t < 0,

c(t), åñëè t ∈ [0, 1],

1, åñëè t > 1,

ãäå c(t) � êàíòîðîâà ëåñòíèöà è ðàññìîòðèì ìåðó Ëåáåãà �

Ñòèëòüåñà µF . Âû÷èñëèòå:

1. µF (R);

2. µF (Q);

3. µF ([1
8
, 1

2
));

4. µF ([
√

2
7
, 3π

10
]);

Çàäà÷à 3.75 Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà µF
èç çàäà÷è 3.74 íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî ìåðå

Ëåáåãà è ìåðà Ëåáåãà íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî

ìåðå µF .

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

3.49. Ìíîæåñòâà A è B ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî X íà 4

äèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâà: X = (A∩B)t (A \B)t (B \A)t
(X \(A∪B)). Èñêîìóþ σ-àëãåáðó îáðàçóþò âñåâîçìîæíûå îáú-

åäèíåíèÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå îáúåäèíåíèå).

3.51. (1) è (2). Èìååì îòîáðàæåíèå ϕ : X → R2,

a 7→ (f(a), g(a)). Ïðè ýòîì ϕ(X) = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
Ïåðåñå÷åíèå σ-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â R2 ñ ϕ(X) ñî-

äåðæèò âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ϕ(X), à çíà÷èò, ñîâ-

ïàäàåò ñ 2ϕ(X). Ïîýòîìó σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèÿìè
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f, g, åñòü F = 2X . Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà F çàäàåòñÿ óñëîâè-

ÿìè µ(ai) = pi, ãäå pi > 0 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî∑
i pi = 1. Ïðè p1 = p2 = p3 = p4 = 1/4 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f

è g íåçàâèñèìû.

3.52. (1). Èìååì (x1, y1) ∈ C, (x2, y2) ∈ C, íî
{(x1, y1), (x2, y2)} /∈ C.

(2). Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî C ñîäåðæèò âñå îäíîýëåìåíòíûå

ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X × Y .
3.53. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, äîêàæåì îò ïðîòèâíî-

ãî, ÷òî X êîíå÷íî. Åñëè X áåñêîíå÷íî, òî X ñîäåðæèò ñ÷åò-

íîå ïîäìíîæåñòâî {x1, x2, . . .}. Òàê êàê êàæäîå îäíîýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî {xi} âõîäèò â F , òî Y = {x2, x4, . . .} è åãî äîïîë-
íåíèå X \Y = {x1, x3, . . .} âõîäÿò â F , ïðè÷åì Y è X \Y áåñêî-

íå÷íû. Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè X êîíå÷íî, òî, î÷åâèäíî, F = 2X

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

3.54.(1). µ(A) = µ((A∩B)t (A \B)) = µ(A∩B) + µ(A \B).

(2). |µ(A)−µ(B)| = |µ(A∩B)+µ(A\B)−µ(B∩A)−µ(B\A)| =
|µ(A \B)− µ(B \ A)| 6 µ(A \B) + µ(B \ A) = µ(A∆B).

3.55. Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (2) çàäà÷è 3.54.

3.58. Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû. Òðàíçè-

òèâíîñòü ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ A∆C ⊆ (A∆B) ∪ (B∆C).

3.59. Î÷åâèäíî, ÷òî â äîêàçûâàåìîì ðàâåíñòâå ëåâàÿ ÷àñòü

ñîäåðæèò ïðàâóþ ÷àñòü. Òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ëå-

âóþ ÷àñòü è òî, ÷òî îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâ â ïðàâîé ÷àñòè

äèçúþíêòíî, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç ëåâîé

÷àñòè âõîäèò â åäèíñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî âèäà An \ ∪k<nAk,
à èìåííî, â ïîäìíîæåñòâî An(x) \ ∪k<n(x)Ak, ãäå n(x) = min{n |
x ∈ An}.

3.60. (1). Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è 3.59, ïîëó÷àåì

µ(∪n>1An) =
∑

n>1 µ(An \ ∪k<nAk) 6
∑

n>1 µ(An).

(2). Ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ ∩n>1An ⊂ Ak, êîòîðîå èìååò
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ìåñòî äëÿ ëþáîãî k > 1.

3.61. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå îáúåäèíå-

íèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ èçìåðèìû.

3.62. (1). Ïîëîæèì A0 = ∅. Èç ðàçëîæåíèÿ
∪n>1An = tn>1(An \ An−1) ïîëó÷àåì µ(∪n>1An) =

∑
n>1 µ(An \

An−1). Ðàññìîòðèì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Òàê

êàê ýòîò ðÿä çíàêîïîëîæèòåëåí, òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ìîíî-

òîííî ñõîäÿòñÿ ê ïðàâîé ÷àñòè, ò.å., ê µ(∪n>1An). Îñòàëîñü çà-

ìåòèòü, ÷òî n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà ðàâíà

µ(An).

(2). Äîêàçûâåòñÿ àíàëîãè÷íî (1).

(3). Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (2) çàäà÷è 3.54.

(4). Èçìåðèìîñòü ïîäìíîæåñòâà A ñëåäóåò èç óòâåðæäå-

íèÿ çàäà÷è 3.61. Ïîëîæèì Bn = ∪k>nAk, Cn = ∩k>nAk. Ïî
óñëîâèþ èìååì ∩n>1Bn = ∪n>1Cn = A. Èìååì Cn ↑ A è, ñî-

ãëàñíî óòâåðæäåíèþ (2) ýòîé çàäà÷è, µ(Cn) ↑ µ(A). Àíàëî-

ãè÷íî µ(Bn) ↓ µ(A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì n èìååì

Bn ⊇ An ⊇ Cn è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(Bn) > µ(An) > µ(Cn).

3.63. (1). Èìååì µ(A) 6 µ(∪k>nAk) 6
∑

k>n µ(Ak), ïðè÷åì

ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê 0 êàê îñòàòî÷íàÿ ñóììà ñõîäÿ-

ùåãîñÿ ðÿäà
∑

k>0 µ(Ak).

(2) Çàìåòèì, ÷òî
∏

k>n(1 − µ(Ak))
−1 =

∏
k>n(1 + µ(Ak) +

µ(Ak)
2 + . . .) > 1+

∑
k>n µ(Ak) =∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

∏
k>n(1−

µ(Ak)) = 0. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì µ(∪k>nAk) =

1 − µ(X \ (∪k>nAk)) = 1 − µ(∩k>n(X \ Ak)) = 1 −
∏

k>n µ(X \
Ak) = 1−

∏
k>n(1−µ(Ak)) = 1 (ìû èñïîëüçîâàëè íåçàâèñèìîñòü

ñîáûòèé {X \Ak}, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé
{Ak}). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (∪k>nAk) ↓ A è, ñëåäîâàòåëüíî,

1 = µ(∪k>nAk) ↓ µ(A) (ñì. çàäà÷ó 3.62 (2)).

3.64. Íåò. Ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

îòðåçêà [0, 1].
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3.65. Ïóñòü An � ìíîæåñòâî ÷èñåë îòðåçêà [0, 1], ó êîòî-

ðûõ ïåðâûå n öèôð îòëè÷íû îò 5. Î÷åâèäíî, {An} � óáûâà-

þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è A = ∩n>1An åñòü ìíîæåñòâî ÷è-

ñåë îòðåçêà [0, 1], ó êîòîðûõ âñå öèôðû îòëè÷íû îò 5. Èìååì:

λ(A) = limn→∞ λ(An) = limn→∞( 9
10

)n = 0.

3.66. Ìåðà ðàâíà 0; ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è àíàëîãè÷íî ðåøå-

íèþ çàäà÷è 3.65.

3.69. Çàìåòèì, ÷òî X2n−1 � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,

ïðè÷åì ìåðû ñîñòàâëÿþùèõ åãî òî÷åê îäèíàêîâû. Äàëåå, îòîá-

ðàæåíèå

ϕ : X2n−1 → X2n−1, ϕ(x1, . . . , x2n−1) = (−x1, . . . ,−x2n−1)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèò A â X2n−1 \ A. Cëåäîâàòåëüíî,

µ(A) = µ(X2n−1 \ A) =
1

2
µ(X2n−1) =

1

2
.

3.70. (1) Èçìåðèìîñòü òî÷åê (êàê îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ) î÷åâèäíà, µ(a) = (1− p)kpn−k, ãäå k � ÷èñëî ðàâíûõ 1

êîîðäèíàò òî÷êè a.

(2). µ(Ak) = |Ak|(1− p)kpn−k =
(
n
k

)
(1− p)kpn−k.

3.71. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , ak ñîñòîÿùåé èç íóëåé

è åäèíèö, ïîëîæèì Aa1,...,ak = {x ∈ XN | x1 = a1, . . . , xk = ak}.
ßñíî, ÷òî µ(Aa1,...,ak) = 2−k.

(1). Èìååì µ({x | x1 +x2 > x3 + 1}) = µ(A11 tA100 tA010) =

µ(A11) + µ(A100) + µ(A010) = 1
4

+ 1
8

+ 1
8

= 1
2
.

(2). Èìååì µ(a1, a2, . . .) 6 µ(Aa1,...,ak) = 2−k äëÿ ëþáîãî k

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî µ(a1, a2, . . .) = 0.

(3). Ìåðà ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðàâíà 1, òàê êàê åãî

äîïîëíåíèå ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê è, ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ (2) ýòîé çàäà÷è, ìåðà âñÿêîé òî÷êè ìíîæåñòâà

X ðàâíà 0.
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(4). Ïîëîæèì Yn = {x | x(k+1)n+1 = . . . = x(k+1)(n+1) = 1}.
Èìååì µ(Yn) = 2−k−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∑
µ(Yn) ðàñõîäèò-

ñÿ. Òàê êàê ñîáûòèÿ Y0, Y1, . . . íåçàâèñèìû, òî ïî ëåììå Áîðå-

ëÿ � Êàíòåëëè µ(lim supn→∞ Yn) = 1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

lim supn→∞ Yn ñîäåðæèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì â çàäà÷å ìíîæå-

ñòâå.

3.72. (1). Ìåðà ðàâíà 1
2
.

(2). Ìåðà ðàâíà 3
10
.

(3). Ïîëîæèì An = {x | xn > 1 − n−1}, A = lim supn→∞An.

Òîãäà ñîáûòèÿ A1, A2, . . . íåçàâèñèìû è ðÿä
∑

n→∞ µ(An) =∑
n→∞

1
n
ðàñõîäèòñÿ. Ïî ëåììå Áîðåëÿ � Êàíòåëëè µ(A) = 1.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å ìíîæåñòâî

ëåæèò â X \ A è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìåðà ðàâíà 0.

3.74. (1). 1.

(2). 0.

(3). 1
4
.

(4). 5
8
.



130

4 Èíòåãðàë Ëåáåãà

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn} ñ ìåðîé µ, ïî êî-
òîðîé êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî, èíòåãðàë Ëåáåãà îïðå-

äåëÿþò îò ëþáîé ôóíêöèè âèäà

f : X → R

ôîðìóëîé ∫
X

f(x)dµ :=
n∑
i=1

f(xi)µ(xi), (23)

ïðè÷åì ñóììó â ýòîé ôîðìóëå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ

àðèôìåòèêó ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ñóììû 23 èìåþòñÿ òðè âçàèìîèñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè:

• ñóììà îïðåäåëåíà è ðàâíà êîíå÷íîìó ÷èñëó � â ýòîì ñëó-

÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà

X ïî ìåðå µ;

• ñóììà îïðåäåëåíà (ðàâíà êîíå÷íîìó ÷èñëó èëè ±∞) � â

ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò f íà X ïî

ìåðå µ ñóùåñòâóåò;

• ñóììà íåîïðåäåëåíà � â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èíòå-

ãðàë Ëåáåãà îò f íà X ïî ìåðå µ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 4.1 Ïóñòü

X = {x1, x2, x3}, µ(x1) =
1

2
, µ(x2) = 1, µ(x3) =

1

3
,

f : X → R, f(x1) = −1, f(x2) = 3, f(x3) =
1

8
.
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Òîãäà ∫
X

f(x)dµ = (−1) · 1

2
+ 3 · 1 +

1

8
· 1

3
=

61

24
.

Ïðèìåð 4.2 Ïóñòü

X = {x1, x2}, µ(x1) = 1, µ(x2) =∞,
f : X → R, f(x1) =∞, f(x2) = −1.

Òîãäà èíòåãðàë Ëåáåãà∫
X

f(x)dµ = (∞) · 1 + (−1) · ∞ =∞−∞

íå ñóùåñòâóåò.

Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ íà ïðîèçâîëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ìåðîé µ (íàïðèìåð, íà ïðîèçâîëüíîì

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå). Îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë Ëåáåãà

ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó.

1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà

f : X → R (24)

è ñðåäè íèõ âûäåëÿþòñÿ èçìåðèìûå ôóíêöèè.

2. Ñðåäè èçìåðèìûõ ôóíêöèé âûäåëÿþò ôóíêöèè, äëÿ êî-

òîðûõ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà; ïðè ýòîì èíòåãðàë

Ëåáåãà ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó èëè ±∞. Åñëè èíòåãðàë

Ëåáåãà îò ôóíêöèè ñóùåñòâóåò è ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó,

òî ôóíêöèþ íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó.
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Ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç L1(X,µ), à èíòåãðàë Ëåáåãà îò f ∈ L1(X,µ) îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç ∫
X

fdµ.

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå èíòåãðàë Ëåáåãà åñòü ñóììà çíà÷åíèé

ôóíêöèè f ïî òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà X, ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà

ó÷èòûâàåòñÿ ñ ìåðîé.

Âñþäó â ýòîé ãëàâå, ãîâîðÿ î ôóíêöèÿõ íà ïðîñòðàíñòâå ñ

ìåðîé, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ôóíêöèè âèäà (24).

4.2 Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Ôèêñèðóåì ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåðîé µ.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Ôóíêöèþ f íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþò

èçìåðèìîé ïî ìåðå µ, åñëè äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà [a, b] ⊂ R (ñëó-

÷àè a = −∞ è b = ∞ äîïóñêàþòñÿ) åãî ïðîîáðàç f−1([a, b])

èçìåðèì. Èçìåðèìûå ïî ìåðå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå ïðî-

ñòî èçìåðèìûìè.

Ïðèìåð 4.4 Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà Rn ôóíêöèÿ èçìåðèìà

ïî Ëåáåãó.

Ïðèìåð 4.5 Xàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

1A(x) :=

{
0, åñëè x /∈ A,
1, åñëè x ∈ A

ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîäìíîæåñòâî A èçìåðèìî.
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Òåîðåìà 4.6 Åñëè f1, . . . , fm � îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíê-

öèè íà X è g(z1, . . . , zm) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåí-

íûõ z1, . . . , zm, òî ôóíêöèÿ g(f1, . . . , fm) èçìåðèìà.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü èçìåðèìîé ôóíêöèè, à

òàêæå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ôóíêöèé èçìåðèìû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåäåë (â ëþáîì ñìûñëå)

èçìåðèìûõ ôóíêöèé èçìåðèì.

Òåîðåìà 4.7 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà X è f � ôóíêöèÿ

íà X. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1. f = sup fn;

2. f = inf fn;

3. f = lim sup fn;

4. f = lim inf fn;

5. fn −→ f ;

6. fn ⇒ f ;

7. fn
ï.â.−→ f

� ôóíêöèÿ f èçìåðèìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäåë (â ëþáîì

ñìûñëå) èçìåðèìûõ ôóíêöèé èçìåðèì.

Òåîðåìà 4.8 (Òåîðåìà Ëóçèíà) Ôóíêöèÿ âèäà f : [a, b] →
R èçìåðèìà ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ fε : [a, b]→ R òàêàÿ,

÷òî

λ({x ∈ [a, b] | f(x) 6= fε(x)}) < ε.
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Ãðóáî ãîâîðÿ, òåîðåìà Ëóçèíà óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðè-

ìàÿ è ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå

¾ïðèáëèçèòåëüíî¿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äëÿ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé îïðåäå-

ëèì åùå îäèí òèï ñõîäèìîñòè � ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.

Îïðåäåëåíèå 4.9 Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f

è ïèøóò

fn
µ−→ f,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì

lim
n→∞

µ ({x ∈ X | |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0.

Ïðèìåð 4.10 Íà ïðÿìîé R ñ ìåðîé Ëåáåãà ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

fn : R→ R, fn(x) =

{
1, ïðè x ∈ [n, n+ 1],

0, ïðè x 6∈ [n, n+ 1].

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ
ïîòî÷å÷íî ê íóëåâîé ôóíêöèè, íî íå ñõîäèòñÿ ïî ìåðå, íå

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó è íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê êàêîé-ëèáî

ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.11 Íà îòðåçêå [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

fn : [0, 1]→ R, fn(x) =

{
1, ïðè x ∈ [0, 1

n
],

0, ïðè x ∈ ( 1
n
, 1],
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-

6

x0
1
n 1

1

fn(x)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ
ïîòî÷å÷íî, ïî ìåðå è ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè

f : [0, 1]→ R, f(x) =

{
0, åñëè 0 < x 6 1,

1, åñëè x = 1,

íî íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê êàêîé-ëèáî ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.12 Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà. Äëÿ

n ∈ N è 1 6 m 6 n îïðåäåëèì ôóíêöèþ

fnm : [0, 1]→ R, fnm(x) =

{
1, ïðè x ∈ [m−1

n
, m
n

],

0, ïðè x 6∈ [m−1
n
, m
n

]

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

f11, f21, f22, f31, f32, f33, . . . , fn1, fn2, . . . , fnn, . . .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ

ê íóëåâîé ôóíêöèè ïî ìåðå, íî íå ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó, íå

ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî è íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê êàêîé-ëèáî

ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4.13 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èçìå-

ðèìûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé (X,µ).
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1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

ôóíêöèè f , òî îíà ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ïî÷òè âñþ-

äó è ïî ìåðå.

2. Åñëè µ(X) <∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ïî-
÷òè âñþäó ê ôóíêöèè f , òî îíà ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíê-

öèè ïî ìåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) î÷åâèäíî.

(2). Ôèêñèðóåì ε > 0 è ïîëîæèì

An(ε) = {x ∈ X | |f(x)− fn(x)| > ε}, Bk(ε) =
⋃
n>k

An(ε).

Èìååì âêëþ÷åíèÿ

B1(ε) ⊃ B2(ε) ⊃ B3(ε) ⊃ . . . .

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ (1) çàäà÷è 3.62 ïîëó÷àåì

0 = µ

(⋂
n>1

Bn(ε)

)
= lim

n→∞
µ(Bn(ε)). (25)

Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ An(ε) ⊂ Bn(ε) ñëåäóåò

lim
n→∞

µ(An(ε)) = 0,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî fn
µ−→ f . �

Ïðèìåðû 4.11 è 4.12 ïîêàçûâàþò, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî ìå-

ðå íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó, à èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè

âñþäó íå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äàëåå òåîðåìà 4.14 è òåîðåìà Åãî-

ðîâà, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé

ïî ìåðå ñëåäóåò íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ïî÷òè
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âñþäó, à èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 4.14 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èçìåðèìûõ
ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé X ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê ôóíê-

öèè f . Òîãäà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ñõîäÿùàÿñÿ ê f ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 4.15 (Òåîðåìà Åãîðîâà) Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàí-

ñòâî ñ ìåðîé, µ(X) <∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èçìåðè-
ìûõ ôóíêöèé íà X ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè f ïî÷òè âñþäó.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Eε ⊂ X

òàêîå, ÷òî

µ(Eε) < ε è fn|X\Eε ⇒ f |X\Eε

Ãðóáî ãîâîðÿ, òåîðåìà Åãîðîâà óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ ïîòî-

÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà ïðîñòðàí-

ñòâå ñ êîíå÷íîé ìåðîé ¾ïðèáëèçèòåëüíî¿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåéñÿ.

Çàìå÷àíèå 4.16 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(X,µ). Èçìåðèìûå ôóíêöèè íà X, ïðèíèìàþùèå êîíå÷íûå çíà-

÷åíèÿ, íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïóñòü f � ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïîëîæèì

F : R→ R, F (t) := µ(f−1(−∞, t]).

ßñíî, ÷òî

lim
t→−∞

F (t) = 0, lim
t→∞

F (t) = 1.

Ôóíêöèþ F íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f .
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Ëåììà 4.17 Ôóíêöèÿ F (t) íåîòðèöàòåëüíà, íåóáûâàåò è íåï-

ðåðûâíà ñïðàâà. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ F (t) îïðåäåëÿåò ìåðó

Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà µF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, F (t) íåîòðèöàòåëüíà.

Äëÿ ëþáîãî t ∈ R è ëþáîãî ∆t > 0 èìååì

F (t+ ∆t)− F (t) = µ(f−1(t, t+ ∆t]) > 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F (t) íåóáûâàåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà ìû äîëæíû

äîêàçàòü, ÷òî

µ(f−1(t, t+ ∆t])→ 0 ïðè ∆t→ 0.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè tn, ìîíîòîííî ñòðåìÿùåéñÿ ê t ñïðàâà, âûïîëíåíî

µ(f−1(t, tn])→ 0 ïðè n→ 0.

Òàê êàê

(t, t1] =
∞⊔
i=1

(ti+1, ti],

òî

f−1(t, t1] =
∞⊔
i=1

f−1(ti+1, ti],

îòêóäà

µ(f−1(t, t1]) =
∞∑
i=1

µ(f−1(ti+1, ti]).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
i=1

µ(f−1(ti+1, ti])
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ñõîäèòñÿ, ò.å.

∞∑
i=n

µ(f−1(ti+1, ti])→ 0 ïðè n→ 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

∞∑
i=n

µ(f−1(ti+1, ti]) = µ

(
∞⊔
i=n

f−1(ti+1, ti]

)
= µ(f−1(t, tn]).

�

4.3 Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà

Ôèêñèðóåì ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåðîé µ.

Îïðåäåëåíèå 4.18 Ôóíêöèþ f íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâà-

þò ïðîñòîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f =
∑

16i6n

fi1Ai , (26)

ãäå A1, . . . , An ⊂ X � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà, f1, . . . , fn ∈
R.

Íàïðèìåð, íà R ñ ìåðîé Ëåáåãà λ ôóíêöèÿ Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé, íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] ñ ìåðîé Ëåáåãà λ

ôóíêöèÿ

f(x) = [x] (öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Â îïðåäåëåíèè 4.18 ðàçëîæåíèå (26) âñåãäà íå åäèíñòâåííî.

Íàïðèìåð,

0 = 1X − 1X .

ßñíî, ÷òî ïðîñòûå ôóíêöèè èçìåðèìû.
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Ëåììà 4.19 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Òîãäà

äëÿ âñÿêîé ïðîñòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàç-

ëîæåíèå âèäà

f =
∑

16i6n

fi1Ai ,

ãäå

X =
⊔

16i6n

Ai,

A1, . . . , An ⊂ X � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà è f1, . . . , fn �

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ðàçëîæåíèå, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ýòîé ëåì-

ìå, íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 4.20 Èíòåãðàë Ëåáåãà îò èçìåðèìîé ôóíêöèè

f íà ïðîñòðàíñòâå X îïðåäåëÿþò èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

(Leb1) Ôóíêöèÿ f ïðîñòàÿ, f > 0 è

f =
∑

16i6n

fi1Ai

� åå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå; â ýòîì ñëó÷àå∫
X

fdµ :=
∑

16i6n

fiµ(Ai).

(Leb2) Ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà; â ýòîì ñëó÷àå

∫
X

fdµ := sup
g ïðîñòàÿ,

06g6f


∫
X

gdµ

 .
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(Leb3) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ðàññìàòðèâàåì åå ðàç-

ëîæåíèå f = f+ − f− (ñì. çàäà÷ó 4.51) è ïîëàãàåì∫
X

fdµ :=

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ.

Ìû îïóñêàåì äîâîëüíî äëèííîå òåõíè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

òîãî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ôóíêöèþ f íà X íàçû-

âàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó, åñëè îíà èçìåðèìà è îò íåå

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà, ðàâíûé êîíå÷íîìó ÷èñëó. Ìíî-

æåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ

ìåðîé (X,µ) îáîçíà÷àþò ÷åðåç L1(X,µ).

Ïðèìåð 4.21 Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f(x) ≡ c èíòåãðèðóåìà

ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = 0 èëè µ(X) < ∞,

è â ýòèõ ñëó÷àÿõ ∫
X

cdµ = cµ(X).

Ïðèìåð 4.22 Ïóñòü f(t) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Òîãäà∫
[0,1]

fdλ = 0

(çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà
∫ 1

0
f(t)dt íå ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 4.23 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X, òî÷êó x0 ∈ X è

ìåðó Äèðàêà µ íà X òàêóþ, ÷òî µ(x0) = 0. Òîãäà ëþáàÿ ôóíê-

öèÿ f íà X èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f(x0) 6= ±∞, è â ýòîì ñëó÷àå∫
X

fdµ = f(x0).



142 4.4 Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà

Ïðèìåð 4.24 Íà ìíîæåñòâå X ñ íóëåâîé ìåðîé µ âñÿêàÿ

ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, ïðè÷åì∫
X

fdµ = 0.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò èíòåãðàë Ëåáåãà îò êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. À èìåííî, íà ïðîñòðàíñòâå X ñ ìå-

ðîé µ ðàññìàòðèâàþò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè âèäà

f(x) = f1(x) +
√
−1f2(x), (27)

ãäå

f1, f2 : X → R.

Ôóíêöèþ âèäà (27) íàçûâàþò:

• èçìåðèìîé, åñëè èçìåðèìûìè ÿâëÿþòñÿ f1 è f2;

• èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó, åñëè èíòåãðèðóåìûìè ÿâëÿþò-

ñÿ ôóíêöèè f1 è f2; â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà îò f

ïîëàãàþò ðàâíûì∫
X

fdµ :=

∫
X

f1dµ+
√
−1

∫
X

f2dµ.

4.4 Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà

Èíòåãðàë Ëåáåãà è èíòåãðàë Ðèìàíà

Â àíàëèçå èìååòñÿ ðàçâèòàÿ òåõíèêà äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ Ðèìàíà. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ èíòåãðàëîâ

Ëåáåãà ïî ìåðå Ëåáåãà íà Rn èõ, êàê ïðàâèëî, ñâîäÿò ê âû÷èñ-

ëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà, èñïîëüçóÿ ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4.25 Ïóñòü f = f(t1, . . . , tn) � íåîòðèöàòåëüíàÿ,

íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ⊂ Rn ôóíêöèÿ. Óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò f íà D ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà D (âîçìîæíî

íåñîáñòâåííî), ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå∫
D

fdλ =

∫
D

fdt1 . . . dtn.

Íàïðèìåð,∫
[0,1]

tdλ =

∫
{0}∪{1}

tdλ+

∫
(0,1)

tdλ =

∫ 1

0

tdt =
t2

2

∣∣∣∣1
0

=
1

2
,

∫
(0,1)

1√
t
dλ =

∫ 1

0

1√
t
dt = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1√
t
dt = lim

ε→0+
2
√
t
∣∣∣1
ε

= 2.

Òåîðåìà Ðàäîíà � Íèêîäèìà

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X,µ).

Îïðåäåëåíèå 4.26 Ïóñòü f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà X è A

� èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â X. Åñëè îãðàíè÷åíèå f |A ôóíê-

öèè f íà A èíòåãðèðóåìî ïî Ëåáåãó íà A ïî ìåðå µ|A, òî ãî-
âîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà A ïî ìåðå

µ è èíòåãðàë
∫
A

f |A d(µ|A) îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∫
A

fdµ.

Ëåììà 4.27 Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà X ôóíê-

öèÿ è A � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â X. Òîãäà ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà A ïî ìåðå µ.
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Ëåììà 4.28 Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà X ôóíê-

öèÿ. Òîãäà åñëè

A =
⊔
i∈I

Ai,

ãäå I � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî è êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Ai èç-

ìåðèìî, òî ∫
A

fdµ =
∑
i∈I

∫
Ai

fdµ,

ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ñëåäñòâèå 4.29 (Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ëå-

áåãà.) Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ íà X.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

A ⊂ X èçìåðèìî, µ(A) < δ =⇒

∣∣∣∣∣∣
∫
A

fdµ

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ñëåäñòâèå 4.30 Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà X

ôóíêöèÿ, A è An, n ∈ N � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà â X.

Òîãäà
An ↑ A èëè

An ↓ A èëè

An −→ A èëè

An
µ−→ A

 =⇒
∫
An

fdµ −→
∫
A

fdµ

(ãðóáî ãîâîðÿ, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
A

fdµ ¾õî-

ðîøî âåäåò cåáÿ¿ ïðè ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ ïî A).

Ñëåäñòâèå 4.31 Âñÿêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî

Ëåáåãó íà X ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò ìåðó µf íà X. À èìåííî,
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µf -èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿþò-

ñÿ µ-èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà è äëÿ âñÿêîãî òàêîãî ïîäìíî-

æåñòâà A åãî µf -ìåðà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé

µf (A) =

∫
A

fdµ.

Ïðèìåð 4.32 Ïóñòü (X,µ) = ([0, 1], λ), ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà,

f(t) = t. Òîãäà

µf (A) =

∫
A

tdλ.

Íàïðèìåð,

µf
([

0,
1

2

])
=

∫
[0, 1

2
]

tdλ =

∫ 1
2

0

tdt =
t2

2

∣∣∣∣ 12
0

=
1

8
.

Ïðèìåð 4.33 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (R, λ), ãäå

λ � ìåðà Ëåáåãà,

f(t) =
1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 ,

ãäå µ ∈ R, σ > 0 � ïàðàìåòðû. Òîãäà

µf (A) =

∫
A

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dλ.

Òåîðåìà 4.34 (Òåîðåìà Ðàäîíà � Íèêîäèìà) Ïóñòü

(X,µ) � σ-êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è ν � àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ ïî ìåðå µ ìåðà íà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðè-

öàòåëüíàÿ èíòðåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà X ïî ìåðå µ ôóíêöèÿ
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f (êîòîðóþ íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà � Íèêîäèìà ìå-

ðû ν ïî ìåðå µ è îáîçíà÷àþò ÷åðåç dν
dµ
) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

µ-èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A èìååì

ν(A) = µf (A) =

∫
A

fdµ.

Ôóíêöèÿ f ïðè ýòîì îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïðèáàâëåíèÿ ïî÷òè âñþäó ðàâíîé íóëþ ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.35

X = {x1, x2, x3}, µ(x1) = 1, µ(x2) = 3, µ(x3) = 2,

ν(x1) = 4, ν(x2) = 1, ν(x3) = 0.

Òîãäà dν
dµ

= f , ãäå

f(x1) = 4, f(x2) =
1

3
, f(x3) = 0.

Èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
X

fdµ êàê ôóíêöèÿ îò f

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X,µ) .

Ëåììà 4.36 Ïóñòü f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà X, g � èí-

òåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà X ôóíêöèÿ, ïðè÷åì 0 6 f 6 g.

Òîãäà ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà X è

0 6
∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ.

Ëåììà 4.37 (Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà) Äëÿ ëþáûõ

èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f1 è f2 èõ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ c1f1 + c2f2 èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, ïðè÷åì∫
X

(c1f1 + c2f2)dµ = c1

∫
X

f1dµ+ c2

∫
X

f2dµ.

Â ÷àñòíîñòè, L1(X,µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ñëåäñòâèå 4.38 Èçìåðèìàÿ íà X ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà

ïî Ëåáåãó íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîäóëü |f |
èíòåãðèðóåì ïî Ëåáåãó íà X, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå∣∣∣∣∣∣

∫
X

fdµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
X

|f |dµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ëåììû 4.37 è ñîîòíîøåíèÿ

|f | = f + 2f−

�
×åðåç N (X,µ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïî÷òè âñþ-

äó ðàâíûõ íóëþ ôóíêöèé íà X. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà

ñ ìåðàìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîë-

íûìè. Íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê íåòðóäíî äîêàçàòü, ïî÷òè

âñþäó ðàâíûå íóëþ ôóíêöèè èçìåðèìû.

Ëåììà 4.39 Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà X. Òîãäà f ∈ N (X,µ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f èíòåãðèðóåìà è∫
X

|f |dµ = 0.

Ñëåäñòâèå 4.40 Åñëè f è g � èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè íà X

è f
ï.â.
= g, òî ∫

X

fdµ =

∫
X

gdµ.

Ñëåäñòâèå 4.41 Ïîäìíîæåñòâî N (X,µ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì â L1(X,µ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ N (X,µ)

è c1, c2 ∈ R èìååì

c1f1 + c2f2 6 |c1f1 + c2f2| 6 |c1||f1|+ |c2||f2|. (28)

Òåïåðü èç èíòåãðèðóåìîñòè f1 è f2 è ñëåäñòâèÿ 4.38 ïîëó÷àåì

èíòåãðèðóåìîñòü |f1| è |f2|, îòêóäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.37, ïî-

ëó÷àåì èíòåãðèðóåìîñòü |c1||f1|+|c2||f2|, èç êîòîðîé, èñïîëüçóÿ
ëåììó 4.36, (28) è ñëåäñòâèå 4.38, ïîëó÷àåì èíòåãðèðóåìîñòü

c1f1 + c2f2. Íàêîíåö,∫
X

|c1f1 + c2f2|dµ 6
∫
X

(|c1||f1|+ |c2||f2|)dµ 6

|c1|
∫
X

|f1|dµ+ |c2|
∫
X

|f2|dµ = 0.

�
Â ñëåäóþùèõ äàëåå òåîðåìàõ Ëåâè è Ëåáåãà óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
X

fdµ ¾õîðîøî âåäåò cåáÿ¿ ïðè ïðåäåëü-

íûõ ïåðåõîäàõ ïî f .

Òåîðåìà 4.42 (Òåîðåìà Ëåâè î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè)

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, 0 6 f1 6 f2 6 . . . �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé, ïðè-

÷åì ïðåäåë

lim
n→∞

∫
X

fndµ

êîíå÷åí. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(x) := lim
n→∞

fn(x)
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èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, ïðè÷åì∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Òåîðåìà 4.43 (Ò. Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè)

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è {fn} � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî:

1. |fn| 6 g, ãäå g � íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó

ôóíêöèÿ;

2. fn
ï.â.−→ f , ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Òîãäà ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó è

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

Òåîðåìà Ôóáèíè

Äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà èìååòñÿ òåîðåìà Ôóáèíè, êîòîðàÿ

àíàëîãè÷íà òåîðåìå î ïîâòîðíîì èíòåãðèðîâàíèè äëÿ èíòåãðà-

ëà Ðèìàíà.

Òåîðåìà 4.44 (Òåîðåìà Ôóáèíè) Ïóñòü (X,µ), (Y, ν) � σ-

êîíå÷íûå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè è f(x, y) � µ×ν-èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ íà X × Y .

1. Åñëè f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ× ν, òî

(a) ñóùåñòâóþò ïîâòîðíûå èíòåãðàëû∫
X

∫
Y

f(x, y)dν

 dµ è

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ

 dν

(29)
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(ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà îçíà-

÷àåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ôóíêöèÿ f(x, y)

(êàê ôóíêöèÿ îò y) èíòåãðèðóåìà íà Y ïî ìåðå ν è∫
Y

f(x, y)dν (êàê ôóíêöèÿ îò x) èíòåãðèðóåì íà X

ïî ìåðå µ; àíàëîãè÷íî ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

âòîðîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà);

(b) ïîâòîðíûå èíòåãðàëû (29) ðàâíû ìåæäó ñîáîé è

ðàâíû èíòåãðàëó∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν).

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåîòðèöàòåëüíà è ñóùåñòâóåò õî-

òÿ áû îäèí èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ â (29), òî ôóíê-

öèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà X×Y ïî ìåðå µ×ν (è, òà-
êèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ (a) è (b) èç (1)).

Èíòåãðàë Ëåáåãà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ñîãëàñíî ëåììå 4.37, L1(X,µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ d1 ìåæäó ýëåìåíòàìè

ïðîñòðàíñòâà L1(X,µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d1(f, g) :=

∫
X

|f − g|dµ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî L1(X,µ)

ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì. À èìåííî, ñâîéñòâî (Metr1) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ: åñëè f � ïî÷òè âñþäó ðàâíàÿ, íî òîæ-

äåñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ ôóíêöèÿ, òî d1(f, 0) = 0, íî f 6= 0.
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Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

L1(X,µ) := L1(X,µ)/N (X,µ)

(ñì. �1.1). Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà

L1(X,µ) � ýòî èíòåãðèðóåìûå íà X ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå

ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ èçìåðèìûõ ïî÷òè âñþäó ðàâíûõ

íóëþ ôóíêöèé (òàêæå íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà L1(X,µ) � ýòî èíòåãðèðóåìûå íà

X ôóíêöèè, ïðè÷åì äâå òàêèå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè îíè ðàâíû ïî÷òè âñþäó). Âñÿêóþ ôóíêöèþ f ∈ L1(X,µ)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L1(X,µ) (è

ïðè ýòîì, ïî ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè, åå îáîçíà÷àþò òîé æå

áóêâîé).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ d1 ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðî-

ñòðàíñòâà L1(X,µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d1(f, g) :=

∫
X

|f − g|dµ. (30)

Òåîðåìà 4.45 Ïðîñòðàíñòâî L1(X,µ) ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿ-

íèÿ (30) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð p ∈ [1,∞] è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Lp(X,µ) (ïðè p = 1 ïðîñòðàíñòâî Lp(X,µ) áóäåò ñîâïàäàòü ñ

L1(X,µ)).

• Äëÿ p 6=∞ ïîëîæèì

Lp(X,µ) := {f | f èçìåðèìà è |f |p ∈ L1(X,µ)}.
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• Äëÿ p = ∞ îïðåäåëèì L∞(X,µ) êàê ìíîæåñòâî èçìå-

ðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà X (ôóíê-

öèþ f íà ïðîñòðàíñòâåX ñ ìåðîé µ íàçûâàþò ñóùåñòâåí-

íî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = C(f)

òàêàÿ, ÷òî |f(x)| 6 C ïî÷òè âñþäó).

Ëåììà 4.46 Äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ Lp(X,µ) è c1, c2 ∈ R èìååì

c1f1 + c2f2 ∈ Lp(X,µ),

â ÷àñòíîñòè, Lp(X,µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Èç ëåììû 4.39 ñëåäóåò, ÷òî

N (X,µ) ⊂ Lp(X,µ)

è ìû ïîëàãàåì

Lp(X,µ) := Lp(X,µ)/N (X,µ).

Ïî ïîñòðîåíèþ Lp(X,µ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ dp ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðî-

ñòðàíñòâà Lp(X,µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dp(f, g) :=

∫
X

|f − g|pdµ

1/p

, ïðè p 6=∞,

d∞(f, g) := inf{C | |f(x)− g(x)| 6 C ïî÷òè âñþäó}.

(31)

Òåîðåìà 4.47 Ïðîñòðàíñòâî Lp(X,µ) ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿ-

íèÿ (31) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Çàìå÷àíèå 4.48 Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî Lp(X,µ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 4.49 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé

(X = N,F = 2N, µ),

ãäå µ(i) = µi > 0, i ∈ N. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâå N èçìåðèìà. Ïóñòü p > 1. Äëÿ ôóíêöèè f íà N
èìååì

f
ï.â.
= 0 ⇐⇒ f = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Lp(N, µ) = Lp(N, µ).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

f ∈ Lp(N, µ) ⇐⇒ ðÿä
∑
n>1

|f(n)|pµn ñõîäèòñÿ

è äëÿ f, g ∈ Lp(N, µ) èìååì

dp(f, g) =

(∑
n>1

|f(n)− g(n)|pµn

)1/p

.

Â ñëó÷àå µ1 = µ2 = . . . = 1 èìååì áèåêòèâíîå, ñîõðàíÿþùåå

ðàññòîÿíèÿ, îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

ϕ : Lp(N, µ)→ `p, ϕ(f) = (f(1), f(2), . . .).

Ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó êîìïëåêñíîçíà÷íûõ

ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé (X,µ) îáîçíà÷àþò ÷åðåç

L1(X,µ) (ò.å. òàê æå, êàê ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëå-

áåãó âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé) è íàçûâàþò êîìïëåêñíûì



154 4.5 Çàäà÷è

L1(X,µ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò êîìïëåêñíûåN (X,µ), Lp(X,µ)

è Lp(X,µ), ãäå p ∈ [1,∞], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñâîéñòâà,

àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì èõ âåùåñòâåííûõ àíà-

ëîãîâ. Â ÷àñòíîñòè, êîìïëåêñíîå Lp(X,µ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

4.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 4.50 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêà-

æèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íà X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà, èçìåðèìà è ïðèíèìàåò êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Çàäà÷à 4.51 [÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 4.6]. Ïóñòü f � èç-

ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé. Äîêàæèòå, ÷òî

êàæäàÿ èç ôóíêöèé

f+(x) =

{
f(x), åñëè f(x) > 0,

0, åñëè f(x) < 0,

f−(x) =

{
0, åñëè f(x) > 0,

−f(x), åñëè f(x) < 0

íåîòðèöàòåëüíà, èçìåðèìà è

1. f = f+ − f−;

2. |f | = f + 2f−.

Çàäà÷à 4.52 Ïóñòü f � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ íà

[0, 1], ïðè÷åì f
ï.â.
= x−1. Äîêàæèòå, ÷òî f íåîãðàíè÷åíà íà

[0, 1].
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Çàäà÷à 4.53 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = {0, 1}, µi), i ∈ N,

ãäå µi(0) = µi(1) = 1
2
, è èõ ïðîèçâåäåíèå XN ñ öèëèíäðè÷åñêîé

ìåðîé µ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f : XN → R, f(x) =
∑
n>1

xn
n

èçìåðèìà è ïî÷òè âñþäó ðàâíà ∞.

Çàäà÷à 4.54 Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

X = {x1, . . . , x6} ñ ìåðîé µ, ãäå

µ(x1) = 1, µ(x2) = 2, µ(x3) = 1, µ(x4) = 1, µ(x5) = 2, µ(x6) = 0.

Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
X

fdµ, ãäå:

1. f(xn) = (2n− 1)2;

2. f(xn) = 2n−2.

Çàäà÷à 4.55 Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ëåáåãà:

1.
∫

[0,1)

1√
x
dλ; (2)

∫
(0,∞]

1√
1+x2

dλ; (3)
∫

(−1,2)

x−
2
3dλ.

Çàäà÷à 4.56 Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà
∫

[0,1]

c(x)dλ, ãäå c(x)

� êàíòîðîâà ëåñòíèöà. Ñóùåñòâóåò ëè èíòåãðàë Ðèìàíà∫ 1

0
c(x)dx?

Çàäà÷à 4.57 Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

(X = {0, 1}, µi), i ∈ N,

ãäå µi(0) = µi(1) = 1
2
, è èõ ïðîèçâåäåíèå XN ñ öèëèíäðè÷åñêîé

ìåðîé µ. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ëåáåãà:
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1.
∫
XN(x1 + x2x3)dµ;

2.
∫
XN 2x1+x2dµ;

3.
∫
XN

(∑
n>1 xn

)
dµ;

4.
∫
XN

(∑
n>1

xn
2n

)
dµ.

Çàäà÷à 4.58 Äîêàæèòå, ÷òî:

1. x−
1
2 ∈ L1([0, 1], λ);

2. x−
1
2 6∈ L2([0, 1], λ).

Çàäà÷à 4.59 Íà ìíîæåñòâå X ðàññìîòðèì ìåðû µ è ν, ïî

êîòîðûì êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èçìåðèìî è

µ({x}) = f(x), ν({x}) = g(x),

ãäå

f, g : X → [0,∞]

� íåêîòîðûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ν àáñîëþòíî

íåïðåðûâíà ïî ìåðå µ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) = 0

äëÿ âñÿêîãî x ∈ X òàêîãî, ÷òî f(x) = 0, è â ýòîì ñëó÷àå

íàéäèòå dν
dµ
.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

4.50. Î÷åâèäíî, åñëè ôóíêöèÿ ïðîñòà, òî îíà èçìåðèìà. Íà-

îáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà è ïðèíèìà-

åò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {f1, . . . , fn}. Òîãäà ïîäìíîæå-
ñòâà Ai = f−1([fi, fi]) èçìåðèìû è f =

∑
16i6n fi1Ai � ïðîñòàÿ

ôóíêöèÿ.
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4.51. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èçìåðèìîñòü ôóíêöèè f+(x), à

èçìåðèìîñòü ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç

(f+)−1([a, b]) =


f−1([a, b]), åñëè a > 0,

f−1([0, b]), åñëè a < 0 6 b,

∅, åñëè b < 0.

4.52. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè |f | < C íà [0, 1], òî f 6= x−1 íà

èíòåðâàëå (0, 1
C

), ìåðà Ëåáåãà êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíà.

4.53. Èìååì f(x) > F2(x) + . . . + Fn(x) + . . ., ãäå Fn(x) =
1

2n
(x2n−1+1 + . . . + x2n). Ïîëîæèì An = {x ∈ X | Fn(x) > 1

4
}.

Êàæäîå An, áóäó÷è öèëèíäðè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì, èçìåðè-

ìî è, ñëåäîâàòåëüíî, A = lim supn→∞An èçìåðèìî. Äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî µ(A) = 1. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî (a) ïîäìíî-

æåñòâà {An} (ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñîáûòèÿ) íåçàâèñèìû, (á)

µ(An) > 1
2
è, çíà÷èò, ðÿä

∑
n>2 µ(An) ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïî ëåììå Áîðåëÿ � Êàíòåëëè, µ(A) = 1.

4.54.(1). 255.

(2) 49
2
.

4.55. Èíòåãðàëû Ëåáåãà â ýòèõ çàäà÷àõ ðàâíû ñîîòâåòñòâó-

þùèì íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì Ðèìàíà.

(1). 2.

(2). ∞.

(3). 3 3
√

2 + 3.

4.56. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè c(x) ñëåäóåò åå èíòåãðè-

ðóåìîñòü ïî Ðèìàíó. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî c(x)+c(1−x) ≡ 1.

Èñïîëüçóÿ ýòî, ïîëó÷àåì 1 =
∫ 1

0
dx =

∫ 1

0
(c(x) + c(1 − x))dx =

2
∫ 1

0
c(x)dx, îòêóäà íàõîäèì

∫ 1

0
c(x)dx = 1

2
.

4.57. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , ak, ñîñòîÿùåé èç íóëåé

è åäèíèö, ïîëîæèì Aa1,...,ak = {x ∈ XN | x1 = a1, . . . , xk = ak}.
Èìååì µ(Aa1,...,ak) = 2−k.
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(1). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ x1+x2x3 � ïðîñòàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,∫
XN(x1+x2x3)dµ = 2·µ(A111)+1·µ(A100)+1·µ(A101)+1·µ(A110)+

1 · µ(A011) = 3
4
.

(2). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ 2x1+x2 � ïðîñòàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,∫
XN 2x1+x2dµ = µ(A00) + 2 · µ(A01) + 2 · µ(A10) + 4 · µ(A11) = 9

4
.

(3). Ïîëîæèì Y = {x ∈ XN |
∑

n>1 xn = ∞}. Ñîãëàñíî
ðåøåíèþ çàäà÷è 3.71.(3), µ(Y ) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(X\Y ) =

0. Èìååì
∫
X

(
∑

n>1 xn)dµ =
∫
Y

(
∑

n>1 xn)dµ+
∫
X\Y (

∑
n>1 xn)dµ =

∞+ 0 =∞.

(4). Îáîçíà÷èì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ÷åðåç f(x). Èìå-

åì
∫
XN f(x)dµ =

∫
A0
f(x)dµ +

∫
A1
f(x)dµ. Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí 1
4

∫
XN f(x)dµ, à âòî-

ðîé ðàâåí 1
4

+ 1
4

∫
XN f(x)dµ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

∫
XN f(x)dµ = 1

2
.

4.58.(1).
∫

[0,1]
x−

1
2dλ = limε→0+

∫ 1

ε
x−

1
2dx = limε→0+ 2x

1
2 |1ε =

2 <∞.

(2).
∫

[0,1]
x−1dλ = limε→0+

∫ 1

ε
x−1dx = limε→0+ ln(x)|1ε =∞.
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5 Áàíàõîâû è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-

ñòâà

5.1 Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.1 Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñ-

íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå V íà-

çûâàþò ôóíêöèþ

‖ · ‖ = ‖ · ‖V : V → R

òàêóþ, ÷òî:

(Norm1) äëÿ ëþáîãî v ∈ V âûïîëíåíî ‖v‖ > 0, ïðè÷åì ðàâåí-

ñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0;

(Norm2) äëÿ ëþáîãî ñêàëÿðà λ è ëþáîãî v ∈ V âûïîëíåíî ‖λv‖ =

|λ|‖v‖;
(Norm3) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ V âûïîëíåíî ‖v + u‖ 6 ‖v‖+ ‖u‖

Âåùåñòâåííîå (ñîîòâ. êîìïëåêñíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V

ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé ‖·‖ íàçûâàþò âåùåñòâåííûì (ñîîòâ.

êîìïëåêñíûì) âåêòîðíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì (÷à-

ñòî íàçûâàþò ïðîñòî íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì) è îáî-

çíà÷àþò ÷åðåç (V, ‖ · ‖) èëè ÷åðåç V , êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî,

êàê îïðåäåëåíà íîðìà ‖ · ‖.
Â ðàññóæäåíèÿõ ñ ó÷àñòèåì íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

ìîæåò áûòü íå óêàçàíî ïîëå K, íàä êîòîðûì îíè îïðåäåëå-

íû; â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ

íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ íàä ëþáûì ïîëåì

(ò.å. íàä K = R èëè íàä K = C).
Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖. Çà-

ìåòèì ñëåäóþùåå.
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• Äëÿ ëþáîãî c > 0 ôóíêöèÿ

c‖ · ‖ : V → R, v 7→ c‖v‖

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé.

• Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ V íîðìà âåêòîðà v
‖v‖

ðàâíà åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî,∥∥∥∥ v

‖v‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

‖v‖
v

∥∥∥∥ =
1

‖v‖
‖v‖ = 1.

• Âñÿêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖ · ‖U : U → R, ‖u‖U := ‖u‖.

Òåîðåìà 5.2 Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V ñ íîð-

ìîé ‖ · ‖ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

d(v, u) := ‖v − u‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü àêñèîìû ìåòðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

(Metr1) d(v, u) = ‖v − u‖ > 0 ïî àêñèîìå (Norm1). Åñëè

0 = d(v, u) = ‖v − u‖, òî, ïî àêñèîìå (Norm1), v − u = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, v = u.

(Metr2) Èñïîëüçóÿ àêñèîìó (Norm2), ïîëó÷àåì

d(v, u) = ‖v − u‖ = ‖(−1)(u− v)‖ = | − 1|‖u− v‖ = d(u, v).

(Metr3) Èñïîëüçóÿ àêñèîìó (Norm3), ïîëó÷àåì

d(v, u) + d(u,w) = ‖v − u‖+ ‖u− w‖ >
‖(v − u) + (u− w)‖ = ‖v − w‖ = d(v, w).
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�
Êàê âèäíî èç ñëåäóþùèõ íèæå ïðèìåðîâ, ìíîãèå îïðåäå-

ëåííûå ðàíåå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ íîðìèðî-

âàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðèìåð 5.3 (R, | · |) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì íîðìèðîâàí-

íûì ïðîñòðàíñòâîì, à (C, | · |) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì íîð-

ìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 5.4 Ïðè p > 1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Rn, dp)

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖(x1, . . . , xn)‖p :=

(∑
16i6n

|xi|p
)1/p

.

Ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àþò ÷åðåç (Rn, ‖ ·
‖p). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (Cn, ‖·
‖p).

Ïðèìåð 5.5 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Rn, d∞) ÿâëÿåòñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖(x1, . . . , xn)‖∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}.

Ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àþò ÷åðåç (Rn, ‖ ·
‖∞). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò êîìïëåêñíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî (Cn, ‖ · ‖∞).

Ïðèìåð 5.6 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ÿâëÿåòñÿ âå-

ùåñòâåííûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖f(t)‖ := max
a6t6b

|f(t)|.
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Ïðèìåð 5.7 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C1[a, b] ÿâëÿåòñÿ âå-

ùåñòâåííûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖f(t)‖1 :=

∫ b

a

|f(t)|dt.

Ïðèìåð 5.8 Ïðè p > 1 âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå Lp(X,µ)

ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè; íîðìû â ýòèõ

ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

‖f‖p :=

∫
X

|f |pdµ

1/p

.

Òî, ÷òî âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå Lp(X,µ) äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, âûòåêàåò èç èí-

òåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî∫
X

|f + g|p dµ

1/p

6

∫
X

|f |pdµ

1/p

+

∫
X

|g|pdµ

1/p

,

êîòîðîå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðèìåð 5.9 Âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå L∞(X,µ) ÿâëÿþò-

ñÿ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ íîðìîé

‖f‖∞ := inf{C | |f(x)| 6 C ïî÷òè âñþäó}.

Ïðèìåð 5.10 Íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íåñêîëüêèõ ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü

ìåòðèêó (ñì. ïðèìåð 2.14). Àíàëîãè÷íî, åñëè

(V1, ‖ · ‖1), . . . , (Vn, ‖ · ‖n)
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� íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, òî íà ïðÿìîé ñóììå

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vn := {(v1, . . . , vn) | vi ∈ Vi, 1 6 i 6 n}

ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûå íîðìû, ïî êîòîðûì V áóäåò

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Âîò íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-

çóåìûå íîðìû:

‖(v1, . . . , vn)‖ = max{‖x1‖1, . . . , ‖xn‖n},

‖(v1, . . . , vn)‖ = (‖x1‖p1 + . . .+ ‖xn‖pn)1/p , ãäå p ∈ [1,∞).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (Kn, ‖·
‖∞) è (Kn, ‖ · ‖p) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè îäíîìåðíûõ

íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (K, | · |).

Âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå `p è `∞

Ëåììà 5.11 1. Ïðè p > 1 âåùåñòâåííîå (ñîîòâ. êîìïëåêñ-

íîå) `p ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â RN (ñî-

îòâ. CN).

2. Âåùåñòâåííîå (ñîîòâ. êîìïëåêñíîå) `∞ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â RN (ñîîòâ. CN).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî,

(2) íåñëîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî. �

Ñëåäñòâèå 5.12 1. Ïðè p > 1 âåùåñòâåííîå (êîìïëåêñ-

íîå) `p ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîð-

ìîé

‖(x1, x2, . . .)‖p :=

(∑
i>1

|xi|p
)1/p

.
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2. Âåùåñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) `∞ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàí-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖(x1, x2, . . .)‖∞ := sup
i>1
|xi|.

Äëÿ èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ íîðì íèæå ïðèâåäåíû ðèñóí-

êè çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ øàðîâ â íåêîòîðûõ íîðìèðîâàííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

-

6

&%
'$1

1

(R2, ‖ · ‖2)

-

6

�
�

@
@�

�

@
@

1

1

(R2, ‖ · ‖1)

-

6

1

1

(R2, ‖ · ‖∞)

Îïðåäåëåíèå 5.13 Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

• Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìà ‖ · ‖1 íå ñëàáåå íîðìû ‖ · ‖2, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a > 0 òàêàÿ, ÷òî

a‖v‖1 > ‖v‖2 äëÿ âñåõ v ∈ V .

• Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 â ïðîñòðàíñòâå V

ñðàâíèìû, åñëè îäíà èç íèõ íå ñëàáåå äðóãîé.

• Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìû ‖·‖1 è ‖·‖2 â ïðîñòðàíñòâå V ýêâè-

âàëåíòíû, åñëè êàæäàÿ èç íèõ íå ñëàáåå äðóãîé, äðóãèìè

ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû a > 0 è b > 0 òàêèå,

÷òî

a‖v‖1 > ‖v‖2 è b‖v‖2 > ‖v‖1 äëÿ âñåõ v ∈ V .
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Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ñóùåñòâóþò íåýêâèâàëåíòíûå è íåñðàâíèìûå

íîðìû (ñì. çàäà÷ó 5.76).

Ëåììà 5.14 Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìàìè

‖ · ‖1 è ‖ · ‖2, ïðè÷åì íîðìà ‖ · ‖1 íå ñëàáåå íîðìû ‖ · ‖2. Òî-

ãäà âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà V ,

ñõîäÿùàÿñÿ ïî íîðìå ‖ · ‖1, òàêæå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ‖ · ‖2,

ïðè÷åì ê òîìó æå ïðåäåëó.

5.2 Îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â íîðìèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò îïåðàòîðîì. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàþò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : V → U âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàþò ëèíåéíûì, åñëè

ϕ(λv + λ′v′) = λϕ(v) + λ′ϕ(v′)

äëÿ ëþáûõ v, v′ ∈ V , λ, λ′ ∈ K. Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå

èçó÷àþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû è íàçûâàþò èõ ïðîñòî îïåðàòî-

ðàìè (îïåðàòîðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè � íåëèíåéíûå

îïåðàòîðû, � èçó÷àþò â íåëèíåéíîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëè-

çå). Îáû÷íî (íî íå âñåãäà) îïåðàòîðû îáîçíà÷àþò çàãëàâíûìè

ëàòèíñêèìè áóêâàìè, íàïðèìåð, A, B, ... , à äåéñòâèå îïåðà-

òîðà íà âåêòîð çàïèñûâàþò, ïðèïèñûâàÿ ñëåâà áóêâó, îáîçíà-

÷àþùóþ îïåðàòîð ê áóêâå, îáîçíà÷àþùóþ âåêòîð, íàïðèìåð,

Av, Bv, ... .

Ñðåäè âñåõ îïåðàòîðîâ íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V

îñîáóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèîíàëû. Ôóíêöèîíàëîì íà âåùå-

ñòâåííîì (ñîîòâ. êîìïëåêñíîì) íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
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V íàçûâàþò îïåðàòîð âèäà

ϕ : V → R (ñîîòâ. ϕ : V → C).

Ïðèìåð 5.15 Îòîáðàæåíèå

ϕ : C[0, 1]→ R, f(t) 7→ f(0)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì.

Ïðèìåð 5.16 Îòîáðàæåíèå

A : C[0, 1]→ C[0, 1], A(f)(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 5.17 Ïóñòü V è U � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-

ñòâà è A : V → U � îïåðàòîð.

1. Íîðìîé îïåðàòîðà A íàçûâàþò ÷èñëî

‖A‖ := sup
‖v‖61

‖Av‖

(äîïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ∞).

2. Îïåðàòîð A íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè åãî íîðìà

êîíå÷íà.

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð A ìîæåò áûòü ôóíêöèîíàëîì è, òà-

êèì îáðàçîì,

(1)′ íîðìîé ôóíêöèîíàëà f íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

V íàçûâàþò ÷èñëî

‖f‖ := sup
‖v‖61

‖f(v)‖;
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(2)′ ôóíêöèîíàë f íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè åãî íîðìà

êîíå÷íà.

Ïðèìåð 5.18 Íîðìà ôóíêöèîíàëà ϕ èç ïðèìåðà 5.15 ðàâíà 1,

à íîðìà îïåðàòîðà A èç ïðèìåðà 5.16 ðàâíà 1
2
.

Òåîðåìà 5.19 (Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà) Îïå-

ðàòîð íåïðåðûâåí (êàê îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí. Â ÷àñòíîñòè, ôóíê-

öèîíàë íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè îïåðàòîð A : V →
U íåïðåðûâåí, òî îí îãðàíè÷åí. Èç íåïðåðûâíîñòè A â 0 ñëå-

äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

A(BV (0, δ)) ⊂ BU(0, 1).

Èìååì

A(BV (0, 1)) = A

(
1

δ
BV (0, δ)

)
=

1

δ
A(BV (0, δ)) ⊂ 1

δ
BU(0, 1),

îòêóäà

sup
‖v‖61

‖Av‖ 6 δ−1

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A îãðàíè÷åí.

(2) Äîêàæåì, ÷òî åñëè îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, òî îí íåïðå-

ðûâåí. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð A íåíóëåâîé. Ïóñòü v0 ∈
V è ε > 0. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,

÷òî

A(B(v0, δ)) ⊂ B(Av0, ε). (32)
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Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî δ ìîæíî âçÿòü δ = ε
‖A‖ .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ B(v0, δ), òî

d(Av,Av0) = ‖Av − Av0‖ = ‖A(v − v0)‖ 6

‖A‖‖v − v0‖ < ‖A‖
ε

‖A‖
= ε,

îòêóäà ñëåäóåò (32). �

Ïðèìåð 5.20 Îïåðàòîð

A : `2 → `2, A(x1, x2, x3, . . .) =

(
1

1
x1,

1

2
x2,

1

3
x3, . . .

)
íåïðåðûâåí. Äåéñòâèòåëüíî,

sup
‖x‖61

‖Ax‖ = sup∑
|xi|261

∑ |xi|2

i2
6 1,

ò.å. îïåðàòîð A îãðàíè÷åí è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâåí.

Ïðèìåð 5.21 Îïåðàòîð

A : C1[0, 1]→ C[0, 1], A(f(t)) = f(t)

íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ

fn(t) =

{
2n− 2n2t, åñëè 0 6 t 6 1

n
,

0, åñëè 1
n
< t 6 1,

ãäå n ∈ N � ïàðàìåòð. Èìååì

‖fn‖C1[0,1] =

∫ 1

0

|fn(t)|dt = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖A‖ = sup
‖f‖C1[0,1]

61

‖Af‖C[0,1] > ‖Afn‖C[0,1] = 2n

äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð A íåîãðà-

íè÷åí è, ñëåäîâàòåëüíî, íå íåïðåðûâåí.
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Ëåììà 5.22 Ïóñòü A : V → U � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ãäå

V, U � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

‖Av‖ 6 ‖A‖‖v‖ äëÿ ëþáîãî v ∈ V.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f íà

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V âûïîëíåíî

‖f(v)‖ 6 ‖f‖‖v‖ äëÿ ëþáîãî v ∈ V.

Äîêàçàòåëüñòâî.

‖Av‖ = A

(
v

‖v‖

)
‖v‖ 6 ‖A‖‖v‖.

�

Ëåììà 5.23 Ôóíêöèîíàë f íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

V íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ÿäðî

Ker(f) := f−1(0)

çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî f íåïðåðûâåí è äîêàæåì,

÷òî Ker(f) çàìêíóòî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 2.98, èç

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà f ñëåäóåò, ÷òî f−1(R \ {0}) îò-

êðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî,

V \
(
f−1(R \ {0})

)
= f−1(0) = Ker(f)

çàìêíóòî.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî Ker(f) çàìêíóòî è äîêàæåì, ÷òî f

íåïðåðûâåí. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó v0 ∈ V \Ker(f). Èç
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çàìêíóòîñòè Ker(f) ñëåäóåò, ÷òî B(v0, ε) ∩ Ker(f) = ∅ äëÿ
íåêîòîðîãî ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

0 6∈ f(B(v0, ε)) = f(v0 +B(0, ε)) = f(v0) + f(B(0, ε))

èëè

f(B(0, ε)) 63 −f(v0).

Îòñþäà è èç óðàâíîâåøåííîñòè ïîäìíîæåñòâà f(B(0, ε)) ⊂ R
(ñì. çàäà÷ó 5.66) ñëåäóåò

|f(B(0, ε))| < |f(v0)|.

Çíà÷èò, ôóíêöèîíàë f îãðàíè÷åí è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðû-

âåí (òåîðåìà 5.19). �

Çàìå÷àíèå 5.24 Èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð íåïðåðûâåí, âûòå-

êàåò, ÷òî åãî ÿäðî çàìêíóòî. Îäíàêî èç òîãî, ÷òî ÿäðî îïå-

ðàòîðà çàìêíóòî íå âûòåêàåò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð íåïðåðû-

âåí. Íàïðèìåð, ÿäðî îïåðàòîðà èç ïðèìåðà 5.21 íóëåâîå, íî

ýòîò îïåðàòîð íå íåïðåðûâåí.

Òåîðåìà 5.25 Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, îòîáðà-

æàþùèå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V â íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî U . Òîãäà:

1. äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A âûïîëíåíî ‖A‖ >
0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà A = 0;

2. ïðîèçâåäåíèå λA íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A íà ñêàëÿð

λ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ‖λA‖ =

|λ|‖A‖;
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3. ñóììà A + B íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ A è B ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ‖A+B‖ 6 ‖A‖+‖B‖.

Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Îáîçíà÷èì

÷åðåç V ′ ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà V . Èç òåî-

ðåìû 5.25 ñëåäóåò, ÷òî V ′ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

(âåùåñòâåííûì, åñëè K = R; êîìïëåêñíûì, åñëè K = C). Áî-
ëåå òîãî, V ′ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. À èìåííî, íîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå V ′ ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-

ëåííàÿ âûøå íîðìà ôóíêöèîíàëîâ (òî, ÷òî íîðìà ôóíêöèîíà-

ëîâ óäîëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû, ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.25).

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V ′ íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî íà êàæ-

äîì íåíóëåâîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåíó-

ëåâîé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë? Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ëè,

÷òî äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî íåíóëåâîå? Îòâåò (ïîëîæè-

òåëüíûé) íà ýòîò âîïðîñ âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, êî-

òîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç òðåõ êèòîâ, íà êîòîðûõ ñòîèò ôóíê-

öèîíàëüíûé àíàëèç (äâóìÿ äðóãèìè êèòàìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà

Áàíàõà � Øòåéíãàóçà è òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòî-

ðå).

Òåîðåìà 5.26 (Òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà) Ðàññìîòðèì (âå-

ùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

V ñ íîðìîé ‖ · ‖. Ïóñòü U ⊂ V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

(íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ïîäïðîñòðàíñòâî U ñ íîð-

ìîé ‖ · ‖U ñàìî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì).

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f

íà U ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë F íà V òàêîé,

÷òî:
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1. F |U = f ;

2. ‖F‖ = ‖f‖

(äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêèé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà U ìîæ-

íî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà âñåì ïðî-

ñòðàíñòâå V ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó Õàíà � Áàíàõà

òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ

êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õàíà � Áà-

íàõà ìîæíî èëè ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî, èëè âûâåñòè èç òåîðåìû

Õàíà � Áàíàõà äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó Õàíà � Áàíàõà â ÷àñòíîì ñëó-

÷àå, êîãäà U ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â V .

Â ýòîì ñëó÷àå

V = U ⊕ 〈v0〉, ãäå v0 ∈ V \ U,

ò.å. âñÿêèé âåêòîð v ∈ V ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëî-

æèòü

v = u+ λv0, ãäå u ∈ U, λ ∈ R.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íà V ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë F òà-

êîé, ÷òî F |U = f è

|F (u+ λv0)| 6 ‖f‖‖u+ λv0‖ äëÿ âñåõ u ∈ U, λ ∈ R.

(òîãäà àâòîìàòè÷åñêè F áóäåò íåïðåðûâíûì è áóäåò âûïîëíå-

íî óñëîâèå (2)).

Ïî ëèíåéíîñòè äëÿ èñêîìîãî ôóíêöèîíàëà F èìååì

F (u+ λv0) = F (u) + λF (v0) = f(u) + λF (v0)
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è, çíà÷èò, F ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì F (v0). Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîëæíû ïîäîáðàòü F (v0) òàê, ÷òîáû áûëî âûïîë-

íåíî óñëîâèå

|f(u) + λF (v0)| 6 ‖f‖‖u+ λv0‖ äëÿ âñåõ u ∈ U, λ ∈ R.

Çàìåíèâ u íà λu′ è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â ýòîì

óñëîâèè íà |λ|, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå

|f(u′) + F (v0)| 6 ‖f‖‖u′ + v0‖ äëÿ âñåõ u′ ∈ U.

èëè

F (v0) ∈ [−f(u′)− ‖f‖‖u′ + v0‖,−f(u′) + ‖f‖‖u′ + v0‖]
äëÿ âñåõ u′ ∈ U.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî F (v0) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ

[−f(u′)− ‖f‖‖u′ + v0‖,−f(u′) + ‖f‖‖u′ + v0‖], u′ ∈ U

íåïóñòî. À ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâûé

êðàé ëþáîãî òàêîãî îòðåçêà íå ëåæèò ïðàâåå ïðàâîãî êðàÿ ëþ-

áîãî òàêîãî îòðåçêà, ò.å. êîãäà

−f(u′1)− ‖f‖‖u′1 + v0‖ 6 − f(u′2) + ‖f‖‖u′2 + v0‖
äëÿ ëþáûõ u′1, u

′
2 ∈ U.

èëè

f(u′2 − u′1) 6 ‖f‖(‖u′2 + v0‖+ ‖u′1 + v0‖) (33)

äëÿ ëþáûõ u′1, u
′
2 ∈ U. (34)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (33) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

f(u′2 − u′1) 6 ‖f‖‖u′2 − u′1‖
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è

‖u′2 − u′1‖ 6 ‖u′2 + v0‖+ ‖u′1 + v0‖.

Òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà â îáùåì ñëó÷àå âûâîäèòñÿ èç óæå

äîêàçàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è ëåììû Öîðíà. �

Ñëåäñòâèå 5.27 Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

dim(V ′) = dim(V ). (35)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà V íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ âåùåñòâåí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ (äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ äîêàçàòåëü-

ñòâî àíàëîãè÷íîå).

Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî (35) íå

âåðíî è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè (35) íå âåðíî, òî ñóùåñòâóåò 0 6= v0 ∈ V òàêîé, ÷òî

g(v0) = 0 äëÿ âñåõ g ∈ V ′. Íà ïðÿìîé 〈v0〉 ðàññìîòðèì ëèíåé-

íóþ ôóíêöèþ

f : 〈v0〉 → R, f(λv0) = λ.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 5.65(2), ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà.

Ïî òåîðåìå Õàíà � Áàíàõà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîë-

æåíèå F ôóíêöèè f íà âñå ïðîñòðàíñòâî V . Ïî ïîñòðîåíèþ,

F (v0) = f(v0) = 1 6= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 5.28 Íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ âåùåñòâåí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ (äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ äîêàçàòåëü-

ñòâî àíàëîãè÷íî).
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 5.75, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî íà Rn âñÿêàÿ íîðìà ‖ · ‖ ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖∞ (ñì.

ïðèìåð 5.5). Ïóñòü B è B∞ � øàðû ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà

1 ïî íîðìàì ‖ · ‖ è ‖ · ‖∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî çàìûêàíèå øàðà B∞ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáî-

ëî÷êîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê

S = {(ε1, . . . , εn) | εi = ±1}.

Èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà S ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò a > 0

òàêîå, ÷òî

aS ⊂ B.

Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ è âûïóêëîñòè øàðà B âûòåêàåò âêëþ÷å-

íèå aB∞ ⊂ B, èç êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è 5.74,

ïîëó÷àåì

‖ · ‖ 6 1

a
‖ · ‖∞. (36)

Èç ñëåäñòâèÿ 5.27 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé ëèíåéíîé ôóíê-

öèè f íà V è âñÿêîãî c > 0 ïîäìíîæåñòâî

{v | |f(v)| < c} ⊂ V

îòêðûòî ïî íîðìå ‖ · ‖. Ñëåäîâàòåëüíî, øàð

B∞ = {(x1, . . . , xn) | |xi| < 1, 1 6 i 6 n} =

=
⋂

16i6n

{(x1, . . . , xn) | |xi| < 1}

îòêðûò ïî íîðìå ‖·‖. Òàê êàê øàð B∞ ñîäåðæèò 0, òî îí ñîäåð-

æèò íåêîòîðóþ ε-îêðåñòíîñòü íóëÿ ïî íîðìå ‖·‖, ò.å. ñîäåðæèò
øàð εB. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è 5.74, ïîëó÷àåì îòñþ-

äà, ÷òî

‖ · ‖∞ 6
1

ε
‖ · ‖. (37)
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (36) è (37) êàê ðàç

îçíà÷àþò, ÷òî ìåòðèêè ‖ · ‖ è ‖ · ‖∞ ýêâèâàëåíòíû. �

Ñëåäñòâèå 5.29 Ïóñòü ϕ : V → U � ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì V � êîíå÷íîìåðíî.

Òîãäà ϕ íåïðåðûâíî.

Ïóñòü V , U � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð

A : V → U

íàçûâàþò èçîìîðôèçìîì íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè

A (êàê îòîáðàæåíèå) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è

‖Av‖ = ‖v‖ äëÿ ëþáîãî v ∈ V.

Íàïðèìåð, ïîñòðîåííîå â ïðèìåðå 4.49 îòîáðàæåíèå ϕ, ÿâëÿ-

åòñÿ èçîìîðôèçìîì íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 5.30 1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå ê èçîìîðôèçìó íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Êîìïîçèöèÿ èçîìîðôèçìîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

5.3 Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áàíàõîâûì, åñëè îíî

ïîëíî êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 5.31 Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òî-

ãäà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî V ′ áàíàõîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ âå-

ùåñòâåííûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (äëÿ êîìïëåêñíûõ

ïðîñòðàíñòâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå).

Ïóñòü {fn} ⊂ V ′ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ìû äîëæíû

äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
f ∈ V ′.

Ëåììà A. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(v)} ⊂
R ñõîäèòñÿ Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v 6= 0.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(v)} ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê {fn} ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî

‖fi − fj‖V ′ <
ε

‖v‖

äëÿ âñåõ i, j > N . Èñïîëüçóÿ ýòî, ïîëó÷àåì

|fi(v)− fj(v)| = |(fi − fj)(v)| 6 ‖fi − fj‖V ′‖v‖ 6
ε

‖v‖
‖v‖ = ε

äëÿ âñåõ i, j > N . �
Ñîãëàñíî ëåììå A êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

f : V → R, v → lim
n→∞

fn(v).

Ëåììà B. Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Äîêà-

çàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü, êîòîðóþ ìû äîëæíû ïðîâåðèòü,

ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì:

f(λ1v1 + λ2v2) = lim
n→∞

fn(λ1v1 + λ2v2) = lim
n→∞

(λ1fn(v1) + λ2fn(v2)) =

λ1 lim
n→∞

fn(v1) + λ2 lim
n→∞

fn(v2) = λ1f(v1) + λ2f(v2).

�
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Ëåììà C. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî

‖f − fn‖V ′ < ε äëÿ ëþáîãî n > N Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

fn ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, òî ñóùåñòâóåò N ∈ N
òàêîå, ÷òî ‖fi − fj‖V ′ < ε äëÿ âñåõ i, j > N . Èñïîëüçóÿ ýòî,

ïîëó÷àåì

‖f − fn‖V ′ = sup
‖v‖61

|(f − fn)(v)| = sup
‖v‖61

(
lim
i→∞
|fi(v)− fn(v)|

)
6

sup
‖v‖61

(
sup
i>N
|fi(v)− fn(v)|

)
6 sup
‖v‖61

(
sup
i>N
‖fi − fn‖V ′‖v‖V

)
< ε.

�
Ñîãëàñíî ëåììå C äëÿ ε = 1 ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî

‖f − fn‖V ′ < 1 äëÿ ëþáîãî n > N . Äëÿ m = N + 1 èìååì

‖f‖ = sup
‖v‖61

‖f(v)‖ = sup
‖v‖61

‖f(v)− fm(v) + fm(v)‖ 6

sup
‖v‖61

(‖(f − fm)(v)‖+ ‖fm(v)‖) < ε+ ‖fm‖ <∞,

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà f . Íàêîíåö, ñíîâà

èñïîëüçóÿ ëåììó C, ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü {fn} ê f . �
Â ñëåäóþùèõ íèæå ëåììàõ ìû âû÷èñëèì ñîïðÿæåííûå ïðî-

ñòðàíñòâà ê íåêîòîðûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâàì.

Ïðåäâàðèòåëüíî óêàæåì íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà, êîòîðûå íàì

ïðè ýòîì ïîíàäîáÿòñÿ.

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà I Ðàññìîòðèì p, q ∈ [1,∞] òàêèå,

÷òî 1
p

+ 1
q

= 1. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Cn âûïîë-

íåíî ∑
16i6n

|xiyi| 6 ‖x‖p · ‖y‖q. (38)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn ñóùåñòâóåò y ∈ Cn òàêîé, ÷òî â

(38) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.
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Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà II Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûå èëè

êîìïëåêñíûå `p è `q, ãäå p, q ∈ [1,∞], 1
p

+ 1
q

= 1. Óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ `p, y ∈ `q âûïîëíåíî∑
i>1

|xiyi| 6 ‖x‖p · ‖y‖q. (39)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî x ∈ `p ñóùåñòâóåò y ∈ `q òàêîé, ÷òî â

(39) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà III Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé (X,µ) è âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå Lp(X,µ) è Lq(X,µ),

ãäå p, q ∈ [1,∞], 1
p

+ 1
q

= 1. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

f ∈ Lp(X,µ), g ∈ Lq(X,µ) ôóíêöèÿ fg èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáå-

ãó íà X è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫
X

|fg|dµ 6 ‖f‖Lp(X,µ) · ‖g‖Lq(X,µ). (40)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé f ∈ Lp(X,µ) ñóùåñòâóåò g ∈ Lq(X,µ)

òàêàÿ, ÷òî â (40) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ Ãåëüäåðà ñì. â [KG] èëè [KF].

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà I è II ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè

ñëó÷àÿìè íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà III.

Ëåììà 5.32 Âñÿêèé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå (Kn, ‖·‖p),
ãäå p ∈ [1,∞] èìååò âèä

f = (f1, . . . , fn) : Kn → K, f(x1, . . . , xn) =
∑

16i6n

fixi,

ïðè÷åì

‖f‖(Kn,‖·‖p)′ = ‖f‖q, ãäå q ∈ [1,∞],
1

p
+

1

q
= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.27, âñÿêèé ôóíê-

öèîíàë f íà ïðîñòðàíñòâå (Kn, ‖ ·‖p) èìååò óêàçàííûé â ëåììå
âèä è ìû äîëæíû äîêàçàòü óêàçàííóþ â ëåììå ôîðìóëó äëÿ

íîðìû ôóíêöèîíàëà f .

Äëÿ f = (f1, . . . , fn) ∈ Kn, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà

I, ïîëó÷àåì

‖f‖(Kn,‖·‖p)′ = sup
‖x‖p61

|f(x)| = sup
‖x‖p61

(∑
16i6n

|fixi|

)
= ‖f‖q.

�
Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû ìîæíî çàïèñàòü îäíîé ôîðìóëîé

(Kn, ‖ · ‖p)′ = (Kn, ‖ · ‖q), ãäå p, q ∈ [1,∞],
1

p
+

1

q
= 1.

Ñëåäñòâèå 5.33 Ïðîñòðàíñòâî (Kn, ‖ · ‖p), ãäå p ∈ [1,∞] áà-

íàõîâî.

Ëåììà 5.34 Ïóñòü p ∈ [1,∞). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñÿêèé

ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå `p íàä ïîëåì K èìååò âèä

f = (f1, f2, . . .) : `p → K, f(x1, x2, . . .) =
∑
i>1

fixi, (41)

ãäå f ∈ `q, q ∈ (1,∞], 1
p

+ 1
q

= 1, ïðè÷åì

‖f‖(`p)′ = ‖f‖q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî f ∈ `q ôîð-

ìóëà (41) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà `p, íîðìà

êîòîðîãî, êàê ôóíêöèîíàëà íà `p, ðàâíà ‖f‖`q . Äåéñòâèòåëüíî,
èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà II ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ `p ðÿä
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i=1 fixi ñõîäèòñÿ è çíà÷èò îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî êîð-

ðåêòíî. Î÷åâèäíî, f � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë è èç íåðàâåíñòâà

Ãåëüäåðà II ñëåäóåò, ÷òî

‖f‖(`p)′ = sup
‖x‖p61

∣∣∣∣∣∑
i>1

fixi

∣∣∣∣∣ = sup
‖x‖p61

∑
i>1

|fixi| = ‖f‖q,

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà f .

Ïóñòü òåïåðü f � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà `p. Èç ëè-

íåéíîñòè ôóíêöèîíàëà f ñëåäóåò, ÷òî îí èìååò âèä (41), ãäå

f ∈ K∞. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî f ∈ `q, ìû îñòàâëÿåì ÷èòà-

òåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �
Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû ìîæíî çàïèñàòü îäíîé ôîðìóëîé

(`p)′ = `q, ãäå p ∈ [1,∞), q ∈ (1,∞],
1

p
+

1

q
= 1.

Ñëåäñòâèå 5.35 Ïðîñòðàíñòâî `p, ãäå p ∈ (1,∞], áàíàõîâî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî `1 òàêæå áàíàõîâî (ýòî íåñëîæíî

äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî).

Ëåììà 5.36 Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé

µ. Òîãäà âñÿêèé ôóíêöèîíàë íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

Lp(X,µ), ãäå p ∈ [1,∞) èìååò âèä

f : Lp(X,µ)→ K, f(g) =

∫
X

fgdµ, (42)

ãäå f ∈ Lq(X,µ), q ∈ (1,∞], 1
p

+ 1
q

= 1, ïðè÷åì

‖f‖Lp(X,µ)′ = ‖f‖q. (43)
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Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû ìîæíî çàïèñàòü îäíîé ôîðìóëîé

Lp(X,µ)′ = Lq(X,µ), ãäå p ∈ [1,∞), q ∈ (1,∞],
1

p
+

1

q
= 1.

Ñëåäñòâèå 5.37 Ïðîñòðàíñòâî Lp(X,µ), ãäå p ∈ (1,∞], áà-

íàõîâî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L1(X,µ) òàêæå áàíàõîâî (ýòî íåñëîæ-

íî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X è ïóñòüKX � ìíî-

æåñòâî K-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà X (òàêèì îáðàçîì, RX � ìíî-

æåñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà X è CX � ìíîæåñòâî

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà X). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâîKX

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (âåùåñòâåííûì â ñëó÷àå

K = R è êîìïëåêñíûì â ñëó÷àå K = C). Îïðåäåëèì ïîäìíî-

æåñòâî

KX
∞ :=

{
f ∈ KX | sup

x∈X
|f(x)| <∞

}
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîKX
∞ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì âKX .

Îïðåäåëèì íîðìó íà KX
∞ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖ · ‖ : KX
∞ → R, ‖f‖ = sup

x∈X
|f(x)|. (44)

Òî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íîðìà, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì çà-

äà÷è 5.86. Ýòó íîðìó (à òàêæå åå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ïðîñòðàíñòâà KX
∞) íàçûâàþò ðàâíîìåðíîé íîðìîé.

Òåîðåìà 5.38 Ïðîñòðàíñòâî KX
∞ ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé áà-

íàõîâî.
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Èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 2.107 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â KX
∞ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì íîðìèðîâàííûì

ïðîñòðàíñòâîì ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå

ðàçîáðàí âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçíèêàåò òàêàÿ ñèòóàöèÿ.

Òåîðåìà 5.39 Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðå-

äåëèì íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî C(X) êàê ïîäïðîñòðàí-

ñòâî âKX
∞, ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõK-çíà÷íûõ

ôóíêöèé íà X ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

C(X) çàìêíóòî â KX
∞ ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Â ÷àñòíîñòè,

ïðîñòðàíñòâî C(X) áàíàõîâî.

5.4 Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.40 Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â V íàçûâàþò îòîá-

ðàæåíèå

(·, ·) : V × V → R

òàêîå, ÷òî:

1. (v, u) = (u, v) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ V (ñèììåòðè÷íîñòü);

2. (λ1v1+λ2v2, u) = λ1(v1, u)+λ2(v2, u) äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R,
v1, v2, u ∈ V (ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó ìíîæèòåëþ);

3. (v, λ1u1+λ2u2) = λ1(v, u1)+λ2(v, u2) äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R,
v, u1, u2 ∈ V (ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó ìíîæèòåëþ);

4. (v, v) > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V , ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìå-

ñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ

îïðåäåëåííîñòü).
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Îïðåäåëåíèå 5.41 Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â V íàçû-

âàþò îòîáðàæåíèå

(·, ·) : V × V → C

òàêîå, ÷òî:

1. (v, u) = (u, v) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ V (àíòèñèììåòðè÷-

íîñòü) (èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî (v, v) ∈ R äëÿ

ëþáîãî v ∈ V );

2. (λ1v1+λ2v2, u) = λ1(v1, u)+λ2(v2, u) äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R,
v1, v2, u ∈ V (ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó ìíîæèòåëþ);

3. (v, λ1u1+λ2u2) = λ1(v, u1)+λ2(v, u2) äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R,
v, u1, u2 ∈ V (àíòèëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó ìíîæèòå-

ëþ);

4. (v, v) > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V , ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìå-

ñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ

îïðåäåëåííîñòü).

Â îïðåäåëåíèÿõ âûøå àêñèîìà (3) âêëþ÷åíà â ñïèñîê àêñèîì

äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè; íà ñàìîì äåëå îíà ñëåäóåò èç àêñèîì (1)

è (2).

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

íàçûâàþò ïðåäãèëüáåðòîâûìè. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ïðåä-

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûå åâêëèäî-

âû è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå èçó÷àþò â ëèíåéíîé àë-

ãåáðå.

Òåîðåìà 5.42 Ïóñòü V � ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, u ∈ V èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
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Êîøè �� Áóíÿêîâñêîãî

|(v, u)|2 6 (v, v)(u, u), (45)

â êîòîðîì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âåêòîðû v, u êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (v, u) ∈
R. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì

0 6 (v + tu, v + tu) = (v, v) + 2t(v, u) + t2(u, u).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò D êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

(v, v) + 2t(v, u) + t2(u, u) íåïîëîæèòåëåí, ò.å.

D = 4((v, u)2 − (v, v)(u, u)) 6 0,

îòêóäà ñëåäóåò (45).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (v, u) 6=
0. Ðàññìîòðèì

v′ = v, u′ = (v, u)u.

Òîãäà

(v′, u′) = (v, (v, u)u) = (v, u)(v, u) ∈ R

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óæå äîêàçàííîìó äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íåðà-

âåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, èìååì

|(v′, u′)|2 6 (v′, v′)(u′, u′)

èëè

|(v, (v, u)u)|2 6 (v, v)|(v, u)|2(u, u)

îòêóäà ñëåäóåò (45). �
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Ïóñòü V � ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Èç àêñèîì ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

‖ · ‖ : V → R, ‖v‖ =
√

(v, v)

îïðåäåëÿåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå V . Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå

ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì (è,

ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè÷åñêèì) ïðîñòðàíñòâîì. Çàìåòèì, ÷òî

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) ìîæíî âîññòàíîâèòü ÷åðåç îïðå-
äåëÿåìóþ èì íîðìó ‖ · ‖, à èìåííî,

(v1, v2) =
1

2
(‖v1 + v2‖2 − ‖v1‖2 − ‖v2‖2).

Ëåììà 5.43 Ïóñòü V � ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî v0 ∈ V îòîáðàæåíèå

(·, v0) : V → K, v 7→ (v, v0)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì, ïðè÷åì

‖(·, v0)‖V ′ = ‖v0‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ôóíêöèîíàë (·, v0) ëèíååí è

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óêàçàííóþ â ëåììå ôîðìóëó äëÿ åãî

íîðìû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áó-

íÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

sup
‖v‖61

|(v, v0)| 6 ‖v0‖,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

sup
‖v‖61

|(v, v0)| >
(

v0

‖v0‖
, v0

)
=

(v0, v0)

‖v0‖
= ‖v0‖
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è, çíà÷èò,

‖(·, v0)‖V ′ = sup
‖v‖61

|(v, v0)| = ‖v0‖.

�

Ñëåäñòâèå 5.44 Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà X ïðåäãèëüáåð-

òîâà ïðîñòðàíñòâà V ïîäìíîæåñòâî

{v ∈ V | (v, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X}

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäìíîæåñòâî X çàìêíó-

òî, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

{v ∈ V | (v, x) = 0}, x ∈ X. �

Îïðåäåëåíèå 5.45 Ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò

ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Ïðèìåð 5.46 Â âåùåñòâåííîì n-ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn èìååì ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = x1y1 + . . .+ xnyn, (46)

à â êîìïëåêñíîì n-ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå Cn

èìååì ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = x1y1 + . . .+ xnyn. (47)

Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà � (Rn, ‖ ·
‖2) è (Cn, ‖ · ‖2) � ïîëíû ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.33. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Rn è Cn ñî ñòàíäàðòíûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíè-

ÿìè (46) è (47) ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
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Ïðèìåð 5.47 Â âåùåñòâåííîì `2 èìååì ñòàíäàðòíîå ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) = x1y1 + x2y2 + . . . , (48)

à â êîìïëåêñíîì `2 èìååì ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå

((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) = x1y1 + xnyn + . . . (49)

(ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà II). Ñî-

îòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà � âåùåñòâåí-

íîå è êîìïëåêñíîå `2 � ïîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâåííîå

è êîìïëåêñíîå `2 ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (48) è (49)

ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðèìåð 5.48 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Â âå-

ùåñòâåííîì L2(X,µ) èìååì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) :=

∫
X

fgdµ, (50)

à â êîìïëåêñíîì L2(X,µ) èìååì ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå

(f, g) :=

∫
X

fgdµ (51)

(ñóùåñòâîâàíèå è êîíå÷íîñòü èíòåãðàëîâ ñëåäóåò èç íåðàâåí-

ñòâà Ãåëüäåðà III). Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà � âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå L2(X,µ) � ïîë-

íû ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.37. Ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâåííîå è

êîìïëåêñíîå L2(X,µ) ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (50) è

(51) ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
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Ïðèìåð 5.49 Åñëè V1, . . . , Vn � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (·, ·)1, . . . , (·, ·)n ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî èõ ïðîèçâåäåíèå

V = V1 × . . .× Vn

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì

((v1, . . . , vn), (v′1, . . . , v
′
n)) = (v1, v

′
1)1 + . . .+ (vn, v

′
n)n.

Ïðèìåð 5.50 Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) è X � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â V . Ðàññìîòðèì íà X ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � îãðà-

íè÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·). Òîãäà X ñ ýòèì ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà X âûòåêàåò èç óòâåð-

æäåíèÿ çàäà÷è 2.107.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìîé âåêòîðîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5.51 Ïóñòü {ei}i∈I � ñèñòåìà âåêòîðîâ ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V .

• Ñèñòåìó âåêòîðîâ {ei}i∈I íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé, åñ-

ëè

(ei, ej) = 0 äëÿ âñåõ i 6= j.

• Îðòîãîíàëüíóþ cèñòåìó âåêòîðîâ {ei}i∈I íàçûâàþò îð-

òîíîðìèðîâàííîé, åñëè

‖ei‖ = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I.
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• Îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ {ei}i∈I íàçûâà-
þò ïîëíîé, åñëè

v ∈ V, (v, ei) = 0 äëÿ âñÿêîãî i =⇒ v = 0.

Ãèëüáåðòîâûì áàçèñîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò

ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Ïðèìåð 5.52 Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â (Kn, ‖·‖2), ãäåK =

R èëè K = C, ãèëüáåðòîâûì áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé

áàçèñ

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),

.................................

en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

Ïðèìåð 5.53 Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â âåùåñòâåííîì è

êîìïëåêñíîì `2 ñèñòåìà âåêòîðîâ

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .),

e2 = (0, 1, 0, 0, . . .),

e3 = (0, 0, 1, 0, . . .),

..............................

îáðàçóåò ãèëüáåðòîâ áàçèñ (åãî íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì ãèëü-

áåðòîâûì áàçèñîì).

Òåîðåìà 5.54 1. Â âåùåñòâåííîì L2([−π, π], λ) ñèñòåìà

âåêòîðîâ

1√
2π
,

1√
π

cos(t),
1√
π

sin(t),

1√
π

cos(2t),
1√
π

sin(2t), . . .
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îáðàçóåò ãèëüáåðòîâ áàçèñ;

2. â êîìïëåêñíîì L2([−π, π], λ) ñèñòåìà âåêòîðîâ

1√
2π
,

1√
2π
e±
√
−1t,

1√
2π
e±2
√
−1t,

1√
2π
e±3
√
−1t, . . .

îáðàçóåò ãèëüáåðòîâ áàçèñ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû íåñëîæíî âûâåñòè èç ïåðâî-

ãî. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ � ÷èñòî òåõíè÷åñêîå,

ïðè÷åì â íåì èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå ôàêòû

î ðÿäàõ Ôóðüå.

Èñïîëüçóÿ ëåììó Öîðíà, íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.55 Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà:

1. â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâû áàçèñû;

2. ãèëüáåðòîâû áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V ðàâíîìîùíû;

3. âñÿêóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïðîñòðàí-

ñòâà V ìîæíî äîïîëíèòü äî ãèëüáåðòîâà áàçèñà.

Íàèáîëåå âàæíûìè â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è åãî ïðè-

ëîæåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íûìè

èëè ñ÷åòíûìè ãèëüáåðòîâûìè áàçèñàìè. Â ýòîì êóðñå ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà,

ãèëüáåðòîâû áàçèñû â êîòîðûõ êîíå÷íû èëè ñ÷åòíû.

Ëåììà 5.56 Ïóñòü v1, . . . , vn � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåê-

òîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

‖v1 + . . .+ vn‖2 = ‖v1‖2 + . . .+ ‖vn‖2.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

‖v1 + . . .+ vn‖2 = (v1 + . . .+ vn, v1 + . . .+ vn) =

(v1, v1) + . . .+ (v1, vn) + . . .+ (vn, v1) + . . .+ (vn, vn) =

‖v1‖2 + . . .+ ‖vn‖2.

�
Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ. Ïóñòü e1, e2, . . . � êîíå÷íàÿ èëè

ñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ V èìååì∑
i>1

|(v, ei)|2 6 ‖v‖

(ðÿä â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà íå ïðå-

âîñõîäèò ïðàâóþ ÷àñòü) Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ñèñòåìà e1, e2, . . . êîíå÷íà, ñêàæåì, ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì

u = v −
∑

16i6n

(v, ei)ei.

Òîãäà

(u, ej) = (v, ej)−
∑

16i6n

(v, ei)(ei, ej) = 0 äëÿ êàæäîãî 1 6 j 6 n,

ò.å. ñèñòåìà âåêòîðîâ u, e1, . . . , en îðòîãîíàëüíà. Ïî ëåììå 5.56

‖v‖2 = ‖u+ e1 + . . .+ en‖2 =

‖u‖2 + ‖(v, e1)e1‖2 + . . .+ ‖(v, en)en‖2 =

‖u‖2 + |(v, e1)|2 + . . .+ |(v, en)|2,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �
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Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâà V è â íåì ñ÷åòíóþ

îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . (íàïðèìåð, ãèëü-

áåðòîâ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ). Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä∑
n>1

xiei (52)

ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

(∑
16i6n

xiei

)
(53)

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì; â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ðÿäà (52) ïîëàãàåòñÿ

ðàâíîé ïðåäåëó (53).

Ëåììà 5.57 Ðÿä (52) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(x1, x2, . . .) ∈ `2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Ðÿä (52) ñõîäèòñÿ ⇐⇒

÷àñòè÷íûå ñóììû
∑

16i6n

xiei

îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ⇐⇒
∀ ε > 0 ∃ N ∈ N òàêîå, ÷òî∥∥∥∥∥ ∑

16i6n′

xiei −
∑

16i6n′′

xiei

∥∥∥∥∥ < ε ∀ n′, n′′ > N ⇐⇒

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N òàêîå, ÷òî∥∥∥∥∥ ∑
n′6i6n′′

xiei

∥∥∥∥∥
2

< ε ∀ n′′ > n′ > N ⇐⇒

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N òàêîå, ÷òî∑
n′6i6n′′

|xi|2 < ε ∀ n′′ > n′ > N ⇐⇒

ðÿä
∑
i>1

|xi|2 ñõîäèòñÿ ⇐⇒ (x1, x2, . . .) ∈ `2.

�
Ïóñòü V , U � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð

A : V → U

íàçûâàþò èçîìîðôèçìîì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè A

(êàê îòîáðàæåíèå) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è

(Av,Av′) = (v, v′) äëÿ ëþáûõ v, v′ ∈ V.

Â ÷àñòíîñòè, èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåò-

ñÿ èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íîðìèðîâàííûõ ïðî-

ñòðàíñòâ.
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Ëåììà 5.58 1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå ê èçîìîðôèçìó ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Êîìïîçèöèÿ èçîìîðôèçìîâ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà Ðèññà � Ôèøåðà. Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî è e1, e2, . . . � åãî ãèëüáåðòîâ áàçèñ. Òîãäà

ϕ : `2 → V, ϕ(x1, x2, . . .) =
∑
n>1

xiei

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáðàòíûì

ê ϕ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

ϕ−1 : V → `2, ϕ−1(v) = ((v, e1), (v, e2), . . .).

Ñëåäñòâèå 5.59 Ëþáûå äâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, èìå-

þùèå îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, èçîìîðôíû.

Èç òåîðåìû Ðèññà � Ôèøåðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè e1, e2, . . .

� åãî ãèëüáåðòîâ áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V , òî äëÿ

âñÿêîãî âåêòîðà v ∈ V îïðåäåëåíî ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

v =
∑
i>1

(v, ei)ei

è, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

‖v‖2 =
∑
i>1

|(v, ei)|2.
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Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàþò ïðÿ-

ìîé ñóììîé åãî ïîäïðîñòðàíñòâ X è Y è ïèøóò

V = X u Y (òàêæå ïèøóò V = X ⊕ Y ),

åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

v = x+ y, ãäå x ∈ X, y ∈ Y.

Òåîðåìà 5.60 Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è X �

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïîäìíîæåñòâî

X⊥ := {v ∈ V | (v, x) = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ X}

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â V (åãî íàçû-

âàþò îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê X â V ).

2. V = X uX⊥

3. Ñóùåñòâóåò îïåðàòîð prX : V → V òàêîé, ÷òî

(a) Ker(prX) = X⊥;

(b) prX(x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(c) ‖prX‖ = 1

(îïåðàòîð prX íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì ïðî-

ñòðàíñòâà V íà X).
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4. Äëÿ ëþáûõ v ∈ V , x ∈ X âûïîëíåíî

‖v − prX(v)‖ 6 ‖v − x‖,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x = prX(v) (äðóãèìè ñëîâàìè, áëèæàéøèì ê v âåê-

òîðîì, ëåæàùèì íà X, ÿâëÿåòñÿ prX(v)).

Òåîðåìà Ðèññà. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V âñÿ-

êèé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä (·, v0) äëÿ íåêîòîðîãî

v0 ∈ V
Èç òåîðåìû Ðèññà ñëåäóåò, ÷òî ñîïðÿæåííîå ê âåùåñòâåí-

íîìó ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó V èçîìîðôíî åìó ñàìîìó.

À èìåííî, èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

ϕ : V → V ′, ϕ(v) = (·, v) : V → R.

Àíàëîãè÷íî ñîïðÿæåííîå ê êîìïëåêñíîìó ãèëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòðàíñòâó V àíòèèçîìîðôíî åìó ñàìîìó. À èìåííî, àíòèèçî-

ìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

ϕ : V → V ′, ϕ(v) = (·, v) : V → C.

5.5 Çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è ïðè-

áëèæåíèÿ.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ â íàèáîëåå îá-

ùåì âèäå.

Çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ. Äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

V , ïîäìíîæåñòâî X ⊂ V è ýëåìåíò v0 ∈ V . Òðåáóåòñÿ íàé-

òè áëèæàéøèé ê v0 ýëåìåíò x0 ∈ X



198 5.5 Çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ

Ëåììà 5.61 Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, X � çà-

ìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V è v0 ∈ V . Òîãäà áëè-
æàéøèé ê v0 ýëåìåíò x0 ∈ X ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí.

Ïðèìåð 5.62 Íà ïðèìåðå ïîêàæåì êàê íàõîäèòü áëèæàé-

ùèé ýëåìåíò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñëó÷àå, êîãäà

ïîäïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî.

Ïóñòü V = L2([−1, 1], λ), X = 〈1, t, t2〉, v0 = t3. Åñëè

x0 = a+ bt+ ct2 ∈ X

� áëèæàéùèé ê v0 ýëåìåíò, òî

0 = (v0 − x0, 1) =

∫
[−1,1]

(t3 − a− bt− ct2)dt = −2a− 2

3
c,

0 = (v0 − x0, x) =

∫
[−1,1]

(t4 − at− bt2 − ct3)dt =
2

5
− 2

3
b,

0 = (v0 − x0, x
2) =

∫
[−1,1]

(t5 − at2 − bt3 − ct4)dt = −2

3
a− 2

5
c,

îòêóäà ïîëó÷àåì a = c = 0, b = 3
5
. Òàêèì îáðàçîì, áëèæàé-

øèì ê v0 = t3 ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ x0 = 3
5
t.

Ê ñîæàëåíèþ, â ñëó÷àå íåãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íå ñó-

ùåñòâóåò ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ íèæå äâóõ ïðèìåðàõ áåç äîêàçàòåëüñòâ ïðèâî-

äÿòñÿ îòâåòû ê çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ

íåãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 5.63 Ïóñòü V = C[−1, 1], X = 〈1, t, . . . , tn−1〉, v0 =

tn. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì áëèæàéøèì ê v0 ýëåìåíòîì

ÿâëÿåòñÿ

21−nTn(t)− tn,
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ãäå Tn(t) � n-é ïîëèíîì ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè n = 3 áëèæàéøèì ýëåìåíòîì ê t3 ÿâëÿåòñÿ 3
4
t.

Ïðèìåð 5.64 Ïóñòü V = C1[−1, 1] (ñì. ïðèìåð 5.7), X =

〈1, t, . . . , tn−1〉, v0 = tn. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì áëèæàé-

øèì ê v0 ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ

2−nUn(t)− tn,

ãäå Un(t) � n-é ïîëèíîì ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè n = 3 áëèæàéøèì ýëåìåíòîì ê t3 ÿâëÿåòñÿ 1
2
t.

5.6 Çàäà÷è

Çàäà÷à 5.65 Ïóñòü V � îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

(âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) è 0 6= v0 ∈ V . Äîêàæèòå,

÷òî:

1. âñÿêàÿ íîðìà íà V èìååò âèä

‖ · ‖ : V → R, ‖λv0‖ = |λ|c,

ãäå c > 0;

2. âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà V íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à 5.66 Äîêàæèòå, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

øàð B(0, 1) è çàìêíóòûé øàð Bc(0, 1) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè,

óðàâíîâåøåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè (ïîäìíîæåñòâî X âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò óðàâíîâåøåííûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ñêàëÿðà λ, ãäå |λ| 6 1 âûïîëíåíî

λx ∈ X).

Çàäà÷à 5.67 Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (Rn, ‖ · ‖p) íàé-
äèòå:
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1. ‖(1,−1, 1,−1)‖3;

2. ‖(1, 2, 0, 2, 3)‖1;

3. ‖(1, 2, 0, 2, 3)‖∞.

Çàäà÷à 5.68 Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå `p íàéäèòå:

1. ‖
(
−1, 1

2
, 1, 1

22
, 1

23
, 1

24
, . . .

)
‖1;

2. ‖
(
−1, 1

2
, 1, 1

22
, 1

23
, 1

24
, . . .

)
‖2;

3. ‖(1, 2, 0, 2, 3, 1, 1, 1, . . .)‖∞.

Çàäà÷à 5.69 Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1] íàéäè-

òå:

1. ‖t2‖;

2. ‖ sin(t)‖;

3. ‖t2 − t‖.

Çàäà÷à 5.70 Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Lp([−π, π], dλ)

íàéäèòå:

1. ‖ sin(t)‖2;

2. ‖ cos(2t)‖1;

3. ‖t3‖2.

Çàäà÷à 5.71 Äîêàæèòå, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

V âûïîëíåíî
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1. B(v, r) = v +B(0, r) äëÿ ëþáîãî v ∈ V , r > 0;

2. λB(0, r) = B(0, λr) äëÿ ëþáûõ λ, r > 0.

Çàäà÷à 5.72 Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Äî-

êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ:

1. f : V → R, f(v) = ‖v‖;

2. ϕ : V → V , ϕ(v) = λv, ãäå λ ∈ K;

3. ϕ : V → V , ϕ(v) = v + v0, ãäå v0 ∈ V

� íåïðåðûâíû (êàê îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ).

Çàäà÷à 5.73 Äîêàæèòå, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

äëÿ âñÿêîãî øàðà åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ çàìêíóòûì øà-

ðîì ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäèóñîì.

Çàäà÷à 5.74 Ïóñòü ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 � íîðìû â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V , B1 è B2 � øàðû ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íóëå ïî

íîðìàì ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî íîð-

ìà ‖ · ‖1 íå ñëàáåå íîðìû ‖v‖2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

B1 ⊆ aB2 äëÿ íåêîòîðîãî a > 0.

Çàäà÷à 5.75 Äîêàæèòå, ÷òî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå:

1. âñÿêàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà ñàìîé ñåáå;

2. åñëè íîðìà ‖ · ‖1 ýêâàâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖2, à íîðìà ‖ · ‖2

ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖3, òî íîðìà ‖ · ‖1 ýêâèâàëåíòíà

íîðìå ‖ · ‖3.
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Çàäà÷à 5.76 Äîêàæèòå, ÷òî íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðå-

ðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé íîðìà

‖f(t)‖C[a,b] := sup
a6t6b

|f(t)|

íå ñëàáåå íîðìû

‖f(t)‖C1[a,b] :=

∫ b

a

|f(t)|dt,

íî íå íàîáîðîò (è, òàêèì îáðàçîì, ýòè íîðìû íåýêâèâàëåíò-

íû).

Çàäà÷à 5.77 Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ

íåñðàâíèìûìè íîðìàìè.

Çàäà÷à 5.78 Ïóñòü A : V → U � îïåðàòîð. Äîêàæèòå, ÷òî:

1. îáðàç (ïðîîáðàç) âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì;

2. îáðàç (ïðîîáðàç) óðàâíîâåøåííîãî ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿ-

åòñÿ óðàâíîâåøåííûì ïîäìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 5.79 Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ [a, b] è λ1, . . . , λn ∈ R. Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : C[a, b]→ R, ϕ(f) = λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn).

Äîêàæèòå, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì è íàéäèòå åãî íîð-

ìó.

Çàäà÷à 5.80 Ïóñòü x1, x2, . . . ∈ [a, b] è λ1, λ2, . . . ∈ R ïðè÷åì

ðÿä
∑

n>1 |λn| ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : C[a, b]→ R, ϕ(f) =
∑
n>1

λnf(xn)
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êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì è íàéäèòå åãî

íîðìó.

Çàäà÷à 5.81 Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : C[0, 2]→ R, ϕ(f) =

∫ 2

0

f(t)t2dt

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì è íàéäèòå åãî íîðìó.

Çàäà÷à 5.82 Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : C[−1, 1]→ R, ϕ(f) =

∫ 1

−1

f(t)tdt

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì è íàéäèòå åãî íîðìó.

Çàäà÷à 5.83 Äîêàæèòå, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.

Çàäà÷à 5.84 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî `p, ãäå p > 1. Äîêà-

æèòå, ÷òî:

1. ïîäìíîæåñòâî

L := {(x1, x2, . . .) ∈ `p | xn = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ n}

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â `p;

2. dim(L) =∞;

3. ïîäïðîñòðàíñòâî L íå çàìêíóòî â `p;

4. L = `p.

Çàäà÷à 5.85 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C[a, b]. Äîêàæèòå,

÷òî:
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1. ïîäìíîæåñòâî P [a, b], ñîñòîÿùåå èç ìíîãî÷ëåíîâ, ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C[a, b];

2. dim(P [a, b]) =∞;

3. ïîäïðîñòðàíñòâî P [a, b] íå çàìêíóòî â C[a, b].

Çàäà÷à 5.86 Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæè-

òå, ÷òî ôîðìóëà (44) îïðåäåëåÿåò íîðìó â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå KX
∞.

Çàäà÷à 5.87 Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå äëÿ íîðìû ‖ · ‖, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

‖v + u‖2 + ‖v − u‖2 = 2(‖v‖2 + ‖u‖2).

Çàäà÷à 5.88 Äîêàæèòå, ÷òî íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå C1[a, b] (ñì. ïðèìåð 5.7) íå ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò åãî íîðìó.

Çàäà÷à 5.89 Äîêàæèòå, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâîKX (ñì.

�5.3) íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Çàäà÷à 5.90 Â ïðîñòðàíñòâå `2 íàéòè x0 ∈ X áëèæàéøóþ

ê v0, ãäå

X = 〈(1, 2−1, 2−2, 2−3, . . .), (−1, 1, 1, 0, 0, . . .)〉,
v0 = (1, 3−1, 3−2, 3−3, . . .)

Çàäà÷à 5.91 Â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π
2
) íàéòè x0 ∈ X áëè-

æàéøóþ ê v0, ãäå

X = 〈(sin(t), cos(t)〉, v0 = 1.
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Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

5.65.(1). À èìåííî, c = ‖v0‖.
(2). Ïóñòü f : V → R � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî f 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f(v0) 6= 0. Ìû äîëæíû äîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

v, v′ ∈ V òàêèõ, ÷òî ‖v−v′‖ < δ âûïîëíåíî |f(v)−f(v′)| < ε. Ìû

óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ ε > 0 â êà÷åñòâå òàêîãî δ ìîæíî âçÿòü δ =
ε‖v0‖
|f(v0)| . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v, v

′ ∈ V . Òàê êàê V îäíîìåðíî, òî

v = λv0, v
′ = λ′v0, ãäå λ, λ

′ ∈ R. Óñëîâèå ‖v − v′‖ < δ îçíà÷àåò,

÷òî ‖λv0 − λ′v0‖ = ‖(λ − λ′)v0‖ = |λ − λ′| · ‖v0‖ < ε‖v0‖
|f(v0)| , ò.å.

|λ−λ′| < ε
|f(v0)| . Òåïåðü èìååì |f(v)−f(v′)| = |f(λv0)−f(λ′v0)| =

|(λ− λ′)f(v0)| = |λ− λ′| · |f(v0)| < ε.

5.66. Äîêàæåì âûïóêëîñòü îòêðûòîãî øàðà B(0, 1). Ïóñòü

x, y ∈ B(0, 1), ò.å. ‖x‖ < 1, ‖y‖ < 1. Òîãäà ‖λx + (1 − λ)y‖ 6
λ‖x‖+(1−λ)‖y‖ < 1. Äëÿ çàìêíóòîãî øàðà äîêàçàòåëüñòâî âû-

ïóêëîñòè àíàëîãè÷íî. Óðàâíîâåøåííîñòü îòêðûòûõ è çàìêíó-

òûõ øàðîâ î÷åâèäíà.

5.71.(1). B(v, r) = {v′ ∈ V | ‖v′ − v‖ < r} = {v + v′′ ∈ V |
‖v + v′′ − v‖ < r} = v + {v′′ ∈ V | ‖v′′‖ < r} = v +B(0, r).

(2). λB(0, r) = λ{v ∈ V | ‖v‖ < r} = {λv ∈ V | ‖v‖ < r} =

{v′ ∈ V | ‖v‖ < λ} = B(0, λr).

5.73. Èç óòâåðæäåíèÿ (1) çàäà÷è 5.72 ñëåäóåò, ÷òî çàìêíó-

òûå øàðû çàìêíóòû è, ñëåäîâàòåëüíî, B(v, r) ⊂ Bc(v, r). Îá-

ðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò v′ ∈
Bc(v, r), ÿâëÿÿñü ïðåäåëîì ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn =

(1− 1
n
)v′} ⊂ B(v, r), ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ B(v, r).

5.74. Åñëè íîðìà ‖ · ‖1 íå ñëàáåå íîðìû ‖ · ‖2, òî äëÿ ëþáîãî

v ∈ B1 èìååì ‖v‖2 6 a‖v‖1 < 2a, ÷òî äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå

B1 ⊂ 2aB2. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî B1 ⊂ aB2. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî 0 6= v ∈ V èìååì v
2‖v‖1 ∈ B1, îòêóäà ‖ v

2‖v‖1‖2 6 a è,
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ñëåäîâàòåëüíî, ‖v‖2 =
∥∥∥2‖v‖1

v
2‖v‖1

∥∥∥
2
6 2a‖v‖1.

5.75.(1). Î÷åâèäíî.

(2) Òàê êàê íîðìà ‖·‖1 ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖·‖2, òî a1‖v‖2 6
‖v‖1 6 a2‖v‖2 äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Òàê êàê íîðìà ‖ · ‖2 ýêâèâà-

ëåíòíà íîðìå ‖·‖3, òî b1‖v‖3 6 ‖v‖2 6 b2‖v‖3 äëÿ ëþáîãî v ∈ V .
Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî a1b1‖v‖3 6 ‖v‖1 6 a2b2‖v‖3 äëÿ

ëþáîãî v ∈ V è, çíà÷èò, íîðìà ‖ · ‖1 ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖3

5.76. Òî, ÷òî íîðìà ‖·‖C[a,b] íå ñëàáåå íîðìû ‖·‖C1[a,b], ñëåäó-

åò èç äîêàçûâàåìîãî â êóðñå àíàëèçà íåðàâåíñòâà supa6t6b |f(t)| >
(b − a)

∫ b
a
|f(t)|dt. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fn : [a, b]→ R, fn(x) =

{
1 + n(a− t), ïðè x ∈ [a, a+ 1

n
],

0, ïðè x ∈ (a+ 1
n
, b],

ãäå n � ïàðàìåòð,

-

6

x0 a a+ 1
n b

1

fn(x)

D
D
D
D
D
D
D
DD

Òîãäà ‖fn(t)‖C[a,b] = 1, ‖fn(t)‖C1[a,b] = 1
2n
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

íîðìà ‖ · ‖C1[a,b] íå ìîæåò áûòü íå ñëàáåå íîðìû ‖ · ‖C[a,b].

5.77. Èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåñëîæíî âûâå-
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ñòè, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå C[0, 2] íîðìû

‖f‖ = sup
06t61

|f(t)|+
∫ 2

1

|f(t)|dt è

‖f‖ =

∫ 1

0

|f(t)|dt+ sup
16t62

|f(t)|

íåñðàâíèìû.

5.79. ‖ϕ‖ = |λ1|+. . .+|λn|. Äåéñòâèòåëüíî, (1) äëÿ f ∈ C[a, b]

èìååì |ϕ(f)| 6 |λ1||f(x1)| + . . . + |λn||f(xn)| 6 |λ1|‖f‖ + . . . +

|λn|‖f‖ = ‖f‖(|λ1| + . . . + |λn|) è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ‖ 6 |λ1| +
. . . + |λn|, (2) äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè f(t) ∈ C[a, b],

èìåþùåé óçëû â òî÷êàõ a, x1, . . . , xn, b ñî çíà÷åíèÿìè f(a) =

±1, f(xi) = sgn(λi), f(b) = ±1 èìååì ‖f(t)‖C[a,b] = 1 è |ϕ(f)| =
|λ1|+ . . .+ |λn|.

5.80. ‖ϕ‖ =
∑

i>1 |λi|. Äåéñòâèòåëüíî, (1) äëÿ f ∈ C[a, b]

èìååì |ϕ(f)| 6
∑

i>1 |λi||f(xi)| 6
∑

i>1 |λi|‖f‖ = ‖f‖
∑

i>1 |λi|
è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ‖ 6

∑
i>1 |λi|, (2) äëÿ ëþáîãî n > 1 äëÿ

êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè f(t) ∈ C[a, b], èìåþùåé óçëû â òî÷-

êàõ a, x1, . . . , xn, b ñî çíà÷åíèÿìè f(a) = ±1, f(xi) = sgn(λi),

f(b) = ±1 èìååì ‖f(t)‖C[a,b] = 1 è |ϕ(f)| =
∑n

i>1 |λi| è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ‖ϕ‖ > limn→∞

∑n
i>1 |λi| =

∑
i>1 |λi|.

5.81. ‖ϕ‖ = 8
3
.

5.82. ‖ϕ‖ = 1.

5.83. Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ ·‖
è L ⊂ V � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ìû äîëæíû äî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{vi} ⊂ L åå ïðåäåë v ïðèíàäëåæèò L. Òàê êàê v ∈ BV (0, 2‖v‖),
òî vi ∈ BV (0, 2‖v‖) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i; äðóãèìè ñëîâàìè,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vi} îãðàíè÷åíà â L ïî íîðìå ‖·‖1 � îãðà-

íè÷åíèÿ íà L íîðìû ‖ · ‖. Â ïðîñòðàíñòâå L ðàññìîòðèì òàêæå

íîðìó ‖ · ‖2 òàêóþ, ÷òî ‖x1e1 + . . . + xnen‖1 =
√
x2

1 + . . .+ x2
n,
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ãäå e1, . . . , en � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

L. Òàê êàê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâà-

ëåíòíû, òî {vi} îãðàíè÷åíà â L ïî íîðìå ‖ · ‖2. Çàìåòèì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî L ñ íîðìîé ‖ · ‖2 � ýòî îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Rn

ñî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé d2. Ïî òåîðåìå Áîëüöà-

íî � Âåéåðøòðàññà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vi} ìîæíî âûäå-

ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïî íîðìå ‖ · ‖2 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vik}
(ñêàæåì, ñõîäÿùóþñÿ ê v′ ∈ L). Òàê êàê â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{vik} ñõîäèòñÿ ê v′ ïî íîðìå ‖ · ‖1. Ñëåäîâàòåëüíî, {vik}, êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â V , ñõîäèòñÿ ê v′ ïî íîðìå ‖ · ‖, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî v = v′ ∈ L.

5.84.(1). Î÷åâèäíî.

(2). Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ (1, 0, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .), . . .

ëèíåéíî íåçàâèñèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, dim(L) =∞.

(4). Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêèé (x1, x2, . . .) ∈ `p ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(n) = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)} ⊂
L.

(3). Ñëåäóåò èç (4).

5.85.(1). Î÷åâèäíî.

(2). Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ 1, t, t2, . . . ëèíåéíî íåçà-

âèñèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, dim(P [a, b]) =∞.

(3). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(t) = 1 + t1

1!
+ . . .+ tn

n!
} ⊂ P [a, b]

ñõîäèòñÿ ê et /∈ P [a, b].

5.88. Äëÿ t − a è b − t íå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëî-
ãðàììà.

5.89. Äëÿ 1A è 1X\A, ãäå A ⊆ X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå

ïîäìíîæåñòâî íå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.
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6 Ïðèëîæåíèÿ

6.1 Èíäåêñ Õåðôèíäàëÿ è åãî îáîáùåíèÿ

Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì âçãëÿäàì íàóêè, ðûíêè (ìèðîâîé, îò-

äåëüíîé ñòðàíû, áîëüøîãî ãîðîäà è ò.ï.) ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè

ñèñòåìàìè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñëîæíûå ñèñòåìû, íàïðè-

ìåð, ýêîñèñòåìû (îñòðîâîâ, êîíòèíåíòîâ è ò.ï.), ïîëèòè÷åñêèå

ïàðòèè è äâèæåíèÿ â ñòðàíå. Èõ èçó÷åíèåì çàíèìàåòñÿ òåî-

ðèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ñîñòàâëÿþùèå

âñÿêîé ñëîæíîé ñèñòåìû

1. ðàçíîîáðàçíû;

2. çàâèñÿò äðóã îò äðóãà;

3. ïîñòîÿííî àäàïòèðóþòñÿ.

Ïðè÷åì ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè ñîñòàâëÿþùèå îáëàäàþò

â ìåðó � íå ñëèøêîì ñëàáî è íå ñëèøêîì ñèëüíî. Åñëè ó ñî-

ñòàâëÿþùèõ ñëîæíîé ñèñòåìû êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñëèøêîì

îñëàáèòü èëè ñëèøêîì óñèëèòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñâîéñòâ,

òî ñèñòåìà áóäåò ðàçðóøåíà (ïåðåñòàíåò áûòü ñëîæíîé ñèñòå-

ìîé).

Ñóùåñòâåííûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî áîëüøèí-

ñòâî ñëîæíûõ ñèñòåì, ñ êîòîðûìè èìååò äåëî ÷åëîâå÷åñòâî, íå

ñëåäóåò ðàçðóøàòü. Äëÿ ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ñëå-

äèòü, ÷òîáû ñîñòàâëÿþùèå òàêèõ ñèñòåìû â ìåðó îáëàäàëè

ñâîéñòâîì (1), ò.å. áûëè â ìåðó ðàçíîîáðàçíû. Äëÿ êîíòðîëÿ

íàä ðàçíîîáðàçèåì ñîñòàâëÿþùèõ ñëîæíîé ñèñòåìû èñïîëüçó-

þò èíäåêñû ðàçíîîáðàçèÿ. Èíäåêñû ðàçíîîáðàçèÿ ìîæíî îïðå-

äåëÿòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè è ñàìîãî ëó÷øåãî óíèâåðñàëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.
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Â ýêîíîìèêå â êà÷åñòâå èíäåêñà ðàçíîîáðàçèÿ ÷àùå âñåãî

èñïîëüçóþò èíäåêñ Õåðôèíäàëÿ è íàçûâàþò åãî ñòåïåíüþ êîí-

öåíòðàöèè ðûíêà (ïðîèçâîäèòåëåé àâòîìîáèëåé, ãðóçîïåðåâîç-

÷èêîâ è ò.ï.). À èìåííî, åñëè íà ðûíêå ðàáîòàþò ôèðìû

A1, A2, . . . , An,

òîâàðîîáîðîòû êîòîðûõ ñîîòíîñÿòñÿ êàê

k1 : k2 : . . . : kn,

ãäå k1 + k2 + . . . + kn = 1, òî èíäåêñîì Õåðôèíäàëÿ íàçûâàþò

÷èñëî

H := k2
1 + k2

2 + . . .+ k2
n.

Ïðè ýòîì:

• ïðèH 6 0.01 ðûíîê ñ÷èòàåòñÿ íåêîíöåíòðèðîâàííûì âû-

ñîêîêîíêóðåíòíûì;

• ïðè 0.01 6 H 6 0.1 ðûíîê ñ÷èòàåòñÿ íåêîíöåíòðèðîâàí-

íûì;

• ïðè 0.1 6 H 6 0.18 ðûíîê ñ÷èòàåòñÿ ñðåäíåêîíöåíòðèðî-

âàííûì;

• ïðè 0.18 6 H ðûíîê ñ÷èòàåòñÿ âûñîêîêîíöåíòðèðîâàí-

íûì.

Â áèîëîãèè â êà÷åñòâå èíäåêñîâ ðàçíîîáðàçèÿ ÷àùå âñåãî

èñïîëüçóþò èíäåêñ Ñèìïñîíà è ýíòðîïèþ Øåííîíà. Åñëè áèî-

ñèñòåìó ñîñòàâëÿþò âèäû

A1, A2, . . . , An,
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áèîìàññû êîòîðûõ ñîîòíîñÿòñÿ êàê

k1 : k2 : . . . : kn,

ãäå k1 + k2 + . . . + kn = 1, òî èíäåêñîì Ñèìïñîíà íàçûâàþò

÷èñëî

k2
1 + k2

2 + . . .+ k2
n,

à ýíòðîïèåé Øåííîíà íàçûâàþò ÷èñëî

−k1 ln k1 − k2 ln k2 − . . .− kn ln kn.

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ïåðå÷èñëåííûå âûøå èíäåêñû ìîãóò

äàâàòü íåïðàâèëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàçíîîáðàçèè, ïðèâåäåì

ïðèìåðû.

Ïðèìåð 6.1 Ðàññìîòðèì äâà ðûíêà. Íà êàæäîì ðàáîòàþò

ïî 15 ôèðì ñ ðàâíûìè òîâàðîîáîðîòàìè. Íà ïåðâîì ðûíêå

êîíòðîëüíûìè ïàêåòàìè àêöèé ôèðì âëàäåþò ðàçíûå áàíêè,

íà âòîðîì ðûíêå îäèí áàíê âëàäååò êîíòðîëüíûìè ïàêåòàìè

àêöèé êàæäîé èç 15 ôèðì. Èíäåêñû Õåðôèíäàëÿ ýòèõ ðûíêîâ

îäèíàêîâû è ðàâíû 1
15
. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïåðâûé ðûíîê íåêîí-

öåíòðèðîâàí, à íà âòîðîì ðûíêå ôàêòè÷åñêè èìååò ìåñòî

âûñîêàÿ êîíöåíòðàöèÿ.

Ïðèìåð 6.2 Ðàññìîòðèì äâå áèîñèñòåìû. Ïåðâàÿ ñîäåðæèò

5 âèäîâ ïòèö, 5 âèäîâ ãðûçóíîâ è 5 âèäîâ ðûá, à âòîðàÿ � 15

âèäîâ ãðûçóíîâ. Èíäåêñû Ñèìïñîíà ýòèõ ñèñòåì îäèíàêîâû è

ðàâíû 1
15
. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ñèñòåìà ðàçíîîáðàç-

íåå, ÷åì âòîðàÿ.

Íà ýòèõ ïðèìåðàõ ÿñíî ïî÷åìó èíäåêñû Ñèìïñîíà è Õåð-

ôèíäàëÿ ìîãóò äàâàòü íåïðàâèëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàçíî-

îáðàçèè: ýòè èíäåêñû íå ó÷èòûâàþò òî, íàñêîëüêî áëèçêè ñî-

ñòàâëÿþùèå ñèñòåìû. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ
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Çàäà÷à: Äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì äàííîãî òèïà îïðåäåëèòü

èíäåêñ ðàçíîîáðàçèÿ, êîòîðûé áû ó÷èòûâàë ñòåïåíü áëèçîñòè

ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1-é øàã. Äëÿ âîçìîæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñëîæíûõ ñèñòåì

äàííîãî òèïà îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíè áëèçîñòè ìåæäó âîç-

ìîæíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ýòèõ ñèñòåì (î òîì, êàê ýòî ìîæ-

íî ñäåëàòü, ñì. çàìå÷àíèå 2.19). Ïîñëå ýòîãî äëÿ âñÿêîé ñèñòå-

ìû A äàííîãî òèïà ñ ñîñòàâëÿþùèìè A1, A2, . . . , An íà ìíîæå-

ñòâå

A = {A1, A2, . . . , An}

îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà d òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå d(Ai, Aj) ðàâíî

ñòåïåíè áëèçîñòè ñîñòàâëÿþùèõ Ai è Aj. Íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå A ìû èìååì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ òàêóþ, ÷òî

µ(Ai) := {äîëÿ ñîñòàâëÿþùåé Ai â ñèñòåìå A}.

Òàêèì îáðàçîì, A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì âåðîÿòíîñòíûì ìåò-

ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

2-é øàã. Èùåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ âñåõ ñèñòåì äàííîãî

òèïà ôóíêöèÿ

Φ :

{
êîíå÷íûå âåðîÿòíîñòíûå

ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

}
→ R,

ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðóþ êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîæíîé ñèñòåìå äàííîãî

òèïà, áóäåì ïîëó÷àòü èíäåêñ ðàçíîîáðàçèÿ ýòîé ñëîæíîé ñè-

ñòåìû. Ïðèäóìàòü ¾õîðîøóþ¿ ôóíêöèþ Φ � ìàòåìàòè÷åñêàÿ

çàäà÷à. Ôóíêöèÿ Φ íà ïðèìåðàõ îöåíèâàåòñÿ ñïåöèàëèñòàìè ïî

ñëîæíûì ñèñòåìàì äàííîãî òèïà íà ïðåäìåò òîãî, íàñêîëüêî

îíà õîðîøî îïðåäåëÿåò èíäåêñ ðàçíîîáðàçèÿ.
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6.2 Èíòåãðàë Ëåáåãà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé

(Ω, p) òàêîå, ÷òî p(Ω) = 1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî èí-

òåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà, ïðè

ïðîâåäåíèè êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþò îäèí èç èñõîäîâ

ω ∈ Ω. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà Ω èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà

ïîëó÷åí èñõîä, ïðèíàäëåæàùèé ïîäìíîæåñòâó A. Äëÿ èçìå-

ðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A åãî ìåðà p(A) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A. Ñîáûòèÿ A,B ⊂ Ω íàçûâàþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè, åñëè

p(A ∩B) = p(A)p(B).

Ïî ñìûñëó, ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïðîèçîøëî îäíî èç íèõ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòóïëåíèè èíôîðìà-

öèè î òîì, ÷òî ïðîèçîøëî äðóãîå. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà B òàêîãî,

÷òî

0 < p(B),

÷èñëî

p(A | B) =
p(A ∩B)

p(B)

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíî-

ñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B. Ïî ñìûñëó, åñëè íå èçâåñò-

íî, êàêîé èñõîä ω ïîëó÷åí ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà, íî

èçâåñòíî, ÷òî ω ∈ B (ò.å. ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B), òî âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ω ∈ A (ò.å. ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A) ðàâíà

p(A | B).

Ïóñòü (Ω, p) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Èçìåðèìûå âå-

ùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè âèäà

f : Ω→ R
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íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå

êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû). Ñëó÷àéíóþ âåëè-

÷èíó f íàçûâàþò äèñêðåòíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ, σ-àëãåáðîé, ïî-

ðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé f , íàçûâàåòñÿ f−1(B), ãäå B
� áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà R. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f, g íàçû-

âàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ [a, b], [c, d] ⊂ R ñîáûòèÿ

f−1([a, b]) è g−1([c, d]) íåçàâèñèìû. Ïî ñìûñëó, ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû íåçàâèñèìû, åñëè âåðîÿòíîñòíûå îæèäàíèÿ òîãî, êàêîå

çíà÷åíèå ïðèíÿëà îäíà èç íèõ, íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïîñòóïëåíèè

èíôîðìàöèè î çíà÷åíèè, êîòîðîå ïðèíÿëà äðóãàÿ.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ∫
Ω

fdp

íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M[f ]. Ïî ñìûñëó, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f ïîêàçûâàåò êàêîå ¾â ñðåä-

íåì¿ çíà÷åíèå ïðèìåò ôóíêöèÿ f(x), åñëè x ∈ X âçÿòü ñëó-

÷àéíî. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f íàçûâàåòñÿ çíà÷å-

íèå èíòåãðàëà Ëåáåãà

D[f ] :=

∫
Ω

(f −M[f ])2dp.

Òàê êàê èíòåãðàë Ëåáåãà îò èçìåðèìîé ôóíêöèè ìîæåò íå ñó-

ùåñòâîâàòü, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò íå èìåòü ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à òàêæå ìîæåò èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå è èìåòü äèñïåðñèþ, ðàâíóþ ∞.

Ïðèìåð 6.3 Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò ïðè êîòîðîì îäíîâðå-

ìåííî áðîñàþòñÿ 3 ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 1, 2 è 5 ðóáëåé.
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Êàæäàÿ ìîíåòà ìîæåò óïàñòü ââåðõ îðëîì O èëè ðåøêîé

R. Òàêèì îáðàçîì,

Ω = {OOO, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}

(ïåðâàÿ áóêâà óêàçûâàåò, êàê óïàë 1 ðóáëü, âòîðàÿ � 2 ðóáëÿ

è òðåòüÿ � 5 ðóáëåé). Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü

êàæäîãî èç 8 èñõîäîâ îäèíàêîâà è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âåðî-

ÿòíîñòü ðàâíà 1
8
. Ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îðëîì

âûïàëî 6 1 ìîíåòû, åñòü

A = {ORR,ROR,RRO,RRR}.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà

p(A) = p(ORR) + p(ROR) + p(RRO) + p(RRR) =
1

2
.

Ïóñòü B � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ìîíåòà äîñòî-

èíñòâîì 1 ðóáëü óïàëà ââåðõ îðëîì:

B = {OOO,OOR,ORO,ORR}.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B ðàâíà

p(A ∩B)

p(B)
=

p(ORR)

p(OOO) + p(OOR) + p(ORO) + p(ORR)
=

1

4
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

f : Ω→ R,

ãäå f(x) � ñóììàðíîå äîñòîèíñòâî (â ðóáëÿõ) âñåõ ìîíåò,

óïàâøèõ ââåðõ îðëîì. Íàïðèìåð,

f(OOO) = 8, f(RRR) = 0, f(ORO) = 2.
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Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f :

M [f ] =

∫
Ω

fdp = (8 + 7 + 6 + 5 + 3 + 2 + 1 + 0)
1

8
= 4;

D[f ] =

∫
Ω

(f − 4)2dp = (2 · 42 + 2 · 32 + 2 · 22 + 2 · 12)
1

8
=

15

2

Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ è äèñïåðñèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò â êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé, ÿâëÿþòñÿ íè÷åì èíûì, êàê ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà Ëåáå-

ãà, èçëîæåííûìè â òåðìèíàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òèïè÷íûì

óòâåðæäåíèåì òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 6.4 (Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà) Ïóñòü (X,µ) � ïðî-

ñòðàíñòâî ñ ìåðîé, f � íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî

Ëåáåãó ôóíêöèÿ íà X è ε > 0. Òîãäà∫
X

fdµ > εµ({x ∈ X | f(x) > ε}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A := {x ∈ X | f(x) > ε}.
Èìååì ∫

X

fdµ >
∫
A

fdµ >
∫
A

εdµ = εµ(A).

�
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Çàêëþ÷åíèå

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì êîìïîíåíòîì

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òî÷íûõ

íàóê. Äàííîå ïîñîáèå, íåñìîòðÿ íà ñâîþ êîìïàêòíîñòü, ñî-

äåðæèò èçëîæåíèå íàèáîëåå âàæíîãî ìàòåðèàëà, íåîáõîäèìîãî

äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðû ïî

ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. Â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêèìè ó÷åáíè-

êàìè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó â ïîñîáèè óäåëåíî ìåíüøå

âíèìàíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ. Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ó÷åáíè-

êîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé, â êîòîðûõ èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïî-

íÿòèÿ è ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ.

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò èçó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçäåëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïî ó÷åáíèêàì, ïðèâåäåí-

íûì â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
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